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Secondo una consolidata tradizione
universitaria italiana, la verifica dell'ap-
prendimento di una materia apparte-
nente all'area culturale delle “discipline
STEM” prevede il superamento di una
prova scritta e di una prova orale. Men-
tre quest’ultima € intesa come verifica di
acquisizione tanto dei fondamenti con-
cettuali quanto del formalismo teorico
della disciplina, la prova scritta intende
verificare le capacita di problem solving
secondo il paradigma “sapere significa
saper fare”, della cui validita formativa gl
Autori di questo manuale sono convinti
sostenitori.

Usualmente esistono molti validissimi
manuali che coprono la parte teorica,
mentre & cronicamente scarso il nume-
ro di manuali che propongano problemi
al giusto livello di complessita, offrendo-
ne anche la dettagliata e commentata
soluzione. Questo € particolarmente
vero per quelle discipline che corrispon-
dono all'ultimo anno del ciclo triennale di
una laurea di primo livello.

Al fine di colmare almeno parzialmente
questa lacuna, qui viene proposto un
manuale che raccoglie una ricca e va-
riegata serie di problemi (con soluzioni
e commenti) di fisica degli atomi, delle
molecole e dei solidi cristallini. Questi
argomenti, che costituiscono un irri-
nunciabile corpus di conoscenze in fi-
sica moderna, rappresentano il cuore
della disciplina “Struttura della Materia”,
come definita dalla tassonomia universi-
taria italiana.
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Introduzione

Secondo una consolidata tradizione universitaria italiana, la verifica dell’apprendimento
di una materia appartenente all’area culturale delle “discipline STEM” prevede il supe-
ramento di una prova scritta e di una prova orale. Mentre quest’ultima & intesa come
verifica di acquisizione tanto dei fondamenti concettuali quanto del formalismo teorico
della disciplina, la prova scritta intende verificare le capacita di problem solving secondo il
paradigma “sapere significa saper fare”, della cui validita formativa gli Autori di questo
manuale sono convinti sostenitori.

Usualmente esistono molti validissimi manuali che coprono la parte teorica, mentre
€ cronicamente scarso il numero di manuali che propongano problemi al giusto livello di
complessita, offrendone anche la dettagliata e commentata soluzione. Questo & partico-
larmente vero per quelle discipline che corrispondono all’ultimo anno del ciclo triennale
di una laurea di primo livello.

Al fine di colmare almeno parzialmente questa lacuna, qui viene proposto un ma-
nuale che raccoglie una ricca e variegata serie di problemi (con soluzioni e commenti) di
fisica degli atomi, delle molecole e dei solidi cristallini. Questi argomenti, che costituisco-
no un irrinunciabile corpus di conoscenze in fisica moderna, rappresentano il cuore della
disciplina “Struttura della Materia”, come definita dalla tassonomia universitaria italiana.

Lo studio della “Struttura della Materia” puo essere affrontata a diversi livelli di pro-
fondita, come testimoniato dai tanti e diversissimi, per contenuti e formalismo, manuali
esistenti in commercio. Qui si fa riferimento al tipico insegnamento di “Struttura della
Materia” di un corso di laurea di primo livello in Fisica offerto da una Universita italiana.

Pit1 specificatamente, in questo manuale sono stati raccolti gli esercizi d’esame, i
testi di tutorato e i quesiti di auto-valutazione offerti agli Studenti e alle Studentesse
che hanno seguito I'insegnamento di “Fondamenti di Struttura della Materia" impartito
in diversi anni accademici presso 1'Universita degli Studi di Cagliari. Gli Autori sono
stati incaricati di professare tanto il corso ufficiale quanto i relativi corsi di tutorato e
hanno altresi formato la Commissione di esame per il relativo esame di profitto. Questa
esperienza di insegnamento trova esplicita manifestazione non solo nella scelta degli
esercizi proposti, ma anche nel modo in cui & stata impostata la soluzione dei diversi
quesiti e nei commenti offerti a completamento della discussione.

Nonostante la specifica esperienza didattica che ha generato questo manuale, la spe-
ranza & che esso possa risultare efficace ausilio di studio anche per Studenti e Studentesse
impegnati a seguire insegnamenti universitari di area “Fisica della materia” presenti nel
Manifesto degli Studi di corsi di laurea diversi da Fisica, quali ad esempio: Chimica,
Scienza dei Materiali e alcuni tipi di Ingegneria (pilt precisamente: Ingegneria Chimica,
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Ingegneria Elettronica, Ingegneria Elettrica, Ingegneria dei Materiali, Ingegneria Fisica).

I riferimenti teorici a cui questo manuale si ispira (nella scelta degli argomenti, nel
livello di approfondimento e nel formalismo matematico adottato) sono quelli contenuti
nei tre manuali didattici che uno degli Autori (LC) ha pubblicato su questi argomenti
(si veda la bibliografia riportata in calce alla presente Introduzione). In particolare, il
formalismo e i relativi simboli qui usati sono esattamente quelli riportati nei suddetti
manuali.

Piti specificatamente, osserviamo che si & inteso evitare una trattazione eccessiva-
mente formale, preferendo invece I'esplorazione delle caratteristiche fisiche sottostanti e
ponendo sempre la fenomenologia al centro della discussione. In altre parole, la mate-
matica € mantenuta al minimo livello compatibile con il rigore concettuale. Nondimeno,
alcuni esercizi inevitabilmente risulteranno piti complessi di altri: piuttosto che temerli
come indice di difficolta dell’esame, andrebbero vissuti come sfide entusiasmanti per
sperimentare come, a volte, in fisica sia necessario spingersi veramente molto in avanti
con matematica e calcoli per raggiungere il risultato desiderato. Infine, & opportuno
segnalare che é stata seguita la tradizione accademica italiana, che prevede 1'uso siste-
matico della meccanica quantistica (non relativistica) anche quando si affronti lo studio
della “Struttura della Materia” a livello elementare.

Stante la collocazione dell'insegnamento di riferimento, questo manuale richiede
dunque non poche conoscenze pregresse, che sostanzialmente riassumiamo in: robusta
conoscenza della fisica classica (meccanica, termodinamica ed elettromagnetismo) e della
meccanica quantistica, in approssimazione non relativistica, nonché dimistichezza con
il calcolo simbolico e numerico (a livello di una comune calcolatrice scientifica). Per gli
argomenti specificatamente di fisica atomica, molecolare e dei solidi ci si puo utilmente
riferire alla bibliografia gia citata.

Il manuale e diviso in quattro capitoli, rispettivamente dedicati (i) ad alcuni argo-
menti propedeutici di fisica dei quanti e di fisica statistica, (ii) agli atomi mono-/multi-
elettronici e alla loro interazione con la radiazione elettromagnetica, (iii) agli spettri
roto-vibrazionali e alla struttura elettronica delle molecole e, per ultimo, (iv) alle pro-
prieta di volume (reticolari ed elettroniche) dei solidi cristallini caratterizzati da perfetta
invarianza traslazionale.

In ciascun capitolo gli esercizi sono raggruppati in sezioni tematiche, ciascuna con
titolo auto-esplicativo (e chiaramente riferito ai manuali citati in bibliografia). La loro
numerazione progressiva, tuttavia, & unitaria. La struttura di ciascuna sezione ¢ molto
semplice: prima il testo di tutti gli esercizi, poi le loro soluzioni. Questa scelta riflette
un consiglio che gli Autori sempre danno in aula: € quantomai opportuno e, comunque,
molto formativo che ogni Studente e Studentessa provi a risolvere il problema assegnato
in piena autonomia, senza cedere alla tentazione di guardare subito la soluzione. Lo
sforzo di comprensione del testo dell’esercizio, 1'elaborazione di una possibile strategia
di soluzione, lo svolgimento dei relativi calcoli e il tentativo di produzione di una stima
quantitativa del fenomeno oggetto dell’esercizio sono sempre momenti importanti di
formazione al problem solving. Anche se uno o pit1 di questi passaggi risultasse sbagliato,
il confronto tra il proprio tentativo di soluzione e il risultato riportato nel manuale genera
sempre maggiore e pitt consapevole comprensione di quel determinato problema fisico.

Il manuale, insomma, non & né un formulario, né un prontuario di “soluzioni stan-
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dard” da imparare meccanicamente. Al contrario, € solo uno strumento per facilitare
la comprensione, stimolare il pensiero critico e, in ultima analisi, sviluppare la propria
originale acquisizione della disciplina.

Gli Autori sperano davvero che questo manuale sia usato a questi scopi, e non solo
come un attrezzo per superare l'esame.

Antonio Cappai, Robert Panai, Luciano Colombo
Dipartimento di Fisica, Universita di Cagliari
Cagliari, gennaio 2024
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Costanti fondamentali della fisica

Costante fisica Simbolo ~ Valore(*) Unita
Carica dell’elettrone e 1.602176 x 10719 C

Costante di Boltzmann kg 1.380649 x 1072 JK!
Costante di Faraday F 9.648533 x 10* C mol~!
Costante di Planck h 6.626070 x 1073* Js

Costante di Planck (normalizzata) h 1.054571 x 1073* Js

Costante di Stefan og 5.670374 x 1078  Wm 2K
Costante di struttura fine o 1/137

Costante universale dei gas R 8.314462 JK~! mol~!
Magnetone di Bohr B 9.274010 x 10=2¢ JT!
Massa a riposo dell’elettrone Me 9.109383 x 1073! kg

Massa a riposo del neutrone Mn 1.674927 x 107%7 kg

Massa a riposo del protone mp 1.672621 x 107% kg

Numero di Avogadro Na 6.022140 x 102  mol !
Permeabilita magnetica del vuoto Ho 1.256637 x 107 N A2
Permittivita elettrica del vuoto €0 8.854187 x 10712 Fm™!
Raggio di Bohr ag 5291772 x 10~ m
Rapporto carica-massa dell’elettrone e/ 1.758820 x 10711 Ckg™!
Unita di massa atomica um.a. 1.660539 x 10-%7 kg

Velocita della luce (nel vuoto) c 2.997924 x 108 ms~!

(+) T valori riportati delle costanti fisiche fondamentali sono pubblicati e raccomandati
per 'uso internazionale dal Gruppo di Lavoro CODATA.

Vedi il sito web https://www.nist.gov/pml/fundamental-physical-constants per ulte-
riori informazioni.


https://www.nist.gov/pml/fundamental-physical-constants




Capitolo 1

Elementi di fisica quantistica e
statistica

Syllabus - Questo capitolo presenta una doppia serie di problemi, dedicati rispettivamente alla
fisica dei quanti e alla fisica statistica quantistica. Nella prima sezione vengono propositi pro-
blemi che fanno riferimento alle teorie pre-quantistiche (sostanzialmente: termodinamica della
radiazione, modello atomico di Bohr, effetto fotoelettrico) che, sebbene superate dalla pitt completa
meccanica quantistica, hanno ancora grande importanza concettuale e, soprattutto, valenza di-
dattica: infatti, sono problemi che aiutano ad inquadrare gli ordini di grandezza dei fenomeni alla
scala atomico-molecolare. Nella seconda sezione vengono proposti problemi relativi alle proprie-
ta statistiche di insiemi di particelle che obbediscono alla statistica di Fermi-Dirac o a quella di
Bose-Einstein. Sono anche proposti problemi in cui si confrontano le predizioni delle statistiche
quantistiche con quelle della statistica di Boltzmann, ricavata nel contesto della fisica classica.

Riferimento bibliografico: L. Colombo, “Statistical Physics of Condensed Matter Systems - A
Primer”, IOP Publishing 2022 - ISBN 978-0-7503-2266-9 (print)
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1.1 Fisica dei quanti

1.1.1 Problemi

Problema 1

I pirometro bicolore & uno strumento che misura il rapporto tra I'intensita di energia
infrarossa emessa da un corpo a due diverse lunghezze d’onda per determinarne la
temperatura. Elaborare un’espressione analitica, anche approssimata, della temperatura
del corpo, assumendo che lo spettro di emissione sia quello di un corpo nero.

Problema 2

Per un corpo isolato in un ambiente di alto vuoto 1'unico meccanismo disponibile per
I'evacuazione di calore e rappresentato dall’irraggiamento, ovvero la perdita di calore
sottoforma di energia radiante. Si supponga ora che una sferetta di titanio allo stato
liquido (densita p = 4.507 g cm 3, calore specificoc = 520] K~ kg~!, emissivita e = 0.5)
diraggio R = 1 cm e temperatura iniziale di 3000 K si trovi in siffatte condizioni. Quanto
tempo occorrera affinché essa si solidifichi?

Problema 3

Le stelle mostrano delle curve di emissione che ben approssimano quelle di un corpo
nero con temperatura T pari a quella della fotosfera stellare. Considerando che il Sole
presenta una temperatura superficiale di 5777 K, determinare il rapporto tra la potenza
emessa nel visibile (400 nm-700 nm) e la potenza totale emessa come misurato da un
osservatore posto a 1 unita astronomica di distanza.

Problema 4

Uno dei principali pigmenti fotosintetici diffusi sulla Terra € la clorofilla-a, che presenta
un pronunciato massimo di assorbimento a 430 nm. Quale temperatura superficiale
dovrebbe avere il Sole affinche il suo massimo di emissione corrisponda a tale valore?
E in tal caso, quanti fotoni di luce visibile per unita di superficie giungerebbero su una
foglia? Trascurare l’assorbimento atmosferico.

Problema 5

Un atomo di idrogeno, precedentemente irradiato con radiazione UV monocromatica a
383.5 nm, a seguito di un urto riemette un fotone nel rosso. Quanta energia ha dissipato
nell’urto?

Problema 6

Quanta energia occorre fornire a un catione He™ per fotoionizzarlo completamente? In
quale regione dello spettro elettromagnetico rientra una tale radiazione?
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Problema 7

L'ossidazione completa del glucosio CH12Og 4+ 604 = 6CO, 4 6H,O libera 2870 k] mol 1.
In quale porzione dello spettro ricadrebbe un fotone di tale energia? Se 10 kg di glucosio
vengono ossidati per riscaldare 1 kg di grafite, in assenza di perdite di calore, a quale
lunghezza d’onda emetterebbe la grafite al termine del riscaldamento? Assumere che la
grafite emetta come un corpo nero.

Problema 8

Il muonio & un atomo esotico costituito da un antimuone ™ legato a un elettrone. Quanto
vale la sua energia di ionizzazione? E sufficiente una batteria da 20 V per produrne
ionizzazione?

Problema 9

Una lamina di samario, lantanoide con lavoro di estrazione di 2.7 eV, ha un’area di 1 cm?
ed é posta in una cellula fotoelettrica alimentata con una tensione di 10 V. Illuminando la
lamina con una sorgente UV monocromatica a 385.5 nm e di potenza 100 W posta a 3.5
cm dalla lamina, quanto varra l'intensita di corrente nel circuito? Come cambierebbe il
risultato incrementando del 10% la tensione del circuito?

Problema 10

Una lamina di potassio (lavoro di estrazione 2.30 V) viene illuminata con luce blu (450
nm). Determinare il potenziale di arresto.

Problema 11

Luce emessa da idrogeno (protio) in transizione 2-1 colpisce una lamina di cesio (lavoro
di estrazione 2.14 eV). Quale velocita esibisce 1’elettrone emergente?

Problema 12

Dare una stima dell’energia di legame O-O nell’ozono sapendo che questo viene fo-
todissociato quando colpito da raggi UV con A ~ 250 nm (ultravioletto-C, ovvero
UV-C)

Problema 13

Si considerino gli autostati di una buca di potenziale unidimensionale. Supponendo di
alloggiare due elettroni per livello, quanto vale I'energia dello stato fondamentale?

Problema 14

Due particelle sono vincolate a muoversi sull’asse z. Si calcoli il valore di aspettazione
della distanza tra due particelle nei casi in cui esse siano descritte da una funzione d’onda
totalmente antisimmetrica. Confrontare il risultato ottenuto con la previsione classica.
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Problema 15

Enunciare l'ipotesi di de Broglie, spiegando il significato fisico di tutti i termini che vi
compaiono.

Problema 16

Si consideri

1. un’automobile di massa pari a 1000 kg, che viaggia in linea retta a velocita di
50 km h~!

2. un elettrone nel vuoto accelerato da una differenza di potenziale elettrostatico pari
al0*v

Calcolare le loro lunghezze d’onda di de Broglie e commentare il significato fisico dei
numeri ottenuti.

Problema 17

Si considerino onde elettromagnetiche di lunghezza d’onda paria 10712 m (raggi ), 10~ 1°
m (raggi X), 1078 m (ultravioletto), 10~® m (visibile), 10~* m (infrarosso), 102 m (micro-
onde). Per ciascuna di esse si calcoli ’energia dei fotoni corrispondenti, esprimendo il
risultato in eV.

Problema 18

Si consideri un elettrone libero in una dimensione (che conveniamo chiamare direzione
x) e non confinato (I'elettrone & pertanto libero di muoversi su tutto 'asse x, senza
restrizioni). Si scriva la sua funzione d’onda.

E possibile normalizzare tale funzione d’'onda? Perché? Come interpretiamo il risultato?

Problema 19

Si consideri un elettrone confinato in una buca di potenziale tridimensionale a pareti
infinite. Per questo specifico caso

1. calcolare i livelli di energia e la loro degenerazione;

2. chiarire la differenza tra stato quantistico e livello di energia;

Problema 20

Chiarire la relazione esistente tra spin e momento magnetico di spin di un elettrone.

Problema 21

Enunciare in due diversi modi il Principio di Pauli e dimostrare che i due modi non sono
in contrasto.
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Problema 22

La radiazione elettromagnetica emessa da He™ ha lunghezza d’onda praticamente iden-
tica a quella della prima linea della serie di Balmer dell’idrogeno.

1. Tra quali stati avviene la transizione responsabile di questa emissione?

2. Come si puo attribuire una tale riga all’idrogeno oppure all’'He*?

Problema 23

Si consideri un atomo di idrogeno nell’ambito del modello planetario di Bohr.

1. E vero che, per qualunque orbita circolare, 'energia potenziale e cinetica dell’elet-
trone sono uguali? Fornire giustificazione alla risposta data.

2. Come viene rilasciata la differenza di energia tra il sistema elettrone-protone legato
ed il sistema elettrone-protone a distanza infinita? Giustificare la risposta.

3. Qual ¢ il rapporto tra 'energia potenziale e 'energia cinetica dell’elettrone sulle
diverse orbite stazionarie?

Problema 24

Una sorgente emette isotropicamente una radiazione elettromagnetica monocromatica
di potenza pari a 100 W, alla lunghezza d’onda associata alla transizionen =2 — n =1
dello ione di He, . Calcolare

1. I'energia di ciascun fotone emesso;

2. il numero di fotoni per unita di tempo intercettati da un elemento di superficie
di area pari a 1 cm?, posto normalmente alla direzione di propagazione della
radiazione emessa e posizionato a distanza di 10 m dalla sorgente;

3. se la transizione puo avvenire per transizioni di dipolo elettrico, oppure di altro
tipo, motivando la risposta.

Problema 25

Al pari dell’elettrone, anche il protone e il neutrone (nucleoni) hanno spin 3. Determinare
1. il momento magnetico intrinseco dei nucleoni e paragonarlo a quello elettronico;

2. una stima della lunghezza d’onda necessaria eccitare un momento di dipolo ma-
gnetico nucleare;

3. una stima dell’energia di interazione tra i due momenti di dipolo intrinseci in un
atomo di protio;

4. la lunghezza d’onda di un fotone che abbia 'energia ricavata al punto (3).
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1.1.2 Soluzioni

\ Soluzione del Problema 1 \

Con riferimento alla densita spettrale u,(T) emessa da un corpo nero a temperatura T
nelle frequenze v; e v, possiamo scrivere

8th 13
un (T) = 5= = —
efs’ —1 (1.1)
8th 3
uVZ(T) = CT vy
efsT —1
Dividendo membro a membro otteniamo
ﬂ
uy (T)  viefl —1 12)

— 3
qu (T) Vz ekBi%" -1
nella quale solo compare T come unica incognita, poiché la densita spettrale & propor-
zionale all’intensita misurata dallo strumento e le frequenze di campionamento sono
stabilite dal costruttore.
Si ottiene dunque un’equazione della forma

Ae™ + BeP¥ = C (1.3)

che non ammette, in generale, soluzione analitica ma puo essere risolta per via grafica o
mediante metodi numerici.

Tuttavia, osserviamo che lo spettro infrarosso si estende, per convenzione, da 0.3 a
214 THz. Se la radiazione raccolta dallo strumento ha v < 10'2 THz si pud scrivere, per
temperature dell’ordine di 103 K

Iy < 6.63-10734Js- 102 Hz

kBT =
eks exp 13810 57K 1. 103 K> 1.049 (1.4)

sicche si pud sostituire, con ottima approssimazione, 1’esponenziale con il suo sviluppo
in serie troncato al secondo ordine. La Eq. (1.2) si scrive quindi come

2

Jwy | 1 ( hvy

<vz>3uvl(T) _ kT2 (kBT) 15)
vi) un(T) w1 (M)z '
kT T 2 \ kT
Per semplificare lo svolgimento, introduciamo la seguente notazione
<V2>3 () _ 4

v/ tha(T) (1.6)
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Eq. (1.5) si scrive quindi come

B2
A= V2+7§V2 (1.7)
V1 + jl/%
dalla quale si ottiene
Al/1 — Vs
=2—-—= 1.8
A (18)
ed infine, ricordando le definizioni in Eq. (1.6) si trova T
L vy iy (T)
V2 4! MV2(T)
=2 = 1.
Py BT (1.9)
v3 iy, (T)

Concludiamo la risoluzione osservando che I'approssimazione utilizzata per ottenere il
risultato cade in difetto quanto piti ci si avvicina al limite superiore della banda infrarossa:
infatti, gia supponendo che almeno una delle v sia dell’ordine di 4 - 10 THz, ripetendo
quando esposto in Eq. (1.4), otteniamo

h 6.63-107%4Js-4 1018 H
( Js Z) — 6.83 (1.10)

efsT ~ ex
P\ 13s- 10-BJK~1- 103 K
che si discosta pitt che significativamente dall’unita.

In regime di elevate frequenze (piti precisamente, hv/(kgT) > 1), diventa perd

possibile scrivere
hv hv

efBT — 1 ~ egfsT (1.11)

e la Eq. (1.2) si puo allora semplificare come

In (””1(T)> ~3In ("1) _ Mva=n) (1.12)

ul/z (T) 1/2 kBT

T = h(Vzk; vi) (m <ZZE,R> —3ln (2))_1 (1.13)

Soluzione del Problema 2 ‘

da cui

La potenza istantanea emessa dal corpo é data dalla legge di Stefan-Boltzmann
Pout = €c AT (1.14)

dove 0 < € < 1 é l'emissivita del corpo, o la costante di Stefan-Boltzmann, T la
temperatura del corpo e A la superficie emittente.
D’altra parte, la potenza assorbita dall’ambiente a temperatura Tj € pari a

Py, = ec AT} (1.15)
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pertanto la variazione istantanea dell’energia E del corpo si esprime come

% = ecA(T* - T§) (1.16)

Esplicitando la variazione di energia in termini della variazione di temperatura dT
possiamo ora scrivere, indicando con c il calore specifico e m la massa del corpo

dE = cmdT (1.17)
ovvero
dE
T = cm (1.18)

Ne risulta, facendo uso della regola di derivazione delle funzioni composte

dE dEJT __ dT

s aTar My (1.19)
Combinando la Eq. (1.16) con la Eq. (1.19)
ecA(T* -~ T§) = cm% (1.20)

Facendo uso dei dati numerici del problema, ¢ possibile verificare che (T* — T§) ~ T* e
si scrive quindi
aT

AT* = cm— 1.21
€o cm 7 (1.21)
Integrando ambo i membri si ottiene
t Tﬁn
ecA [ gt — dl
cm . o T4
0 Tini (1.22)

p— cm (1 1)
T2 0A \ T3 T T3
3ecA Tg, T

ini

Come si puo osservare, il risultato dipende non solo dalla temperatura ma anche dal-
I'emissivita, dalla massa e dall’area emittente del corpo. Osserviamo inoltre che nel
determinare il risultato domina il termine in T.

Sfruttando la geometria del corpo, esprimiamo massa e area come

4
= Z7oR8
m=3n (1.23)

A = 47tR?

percio

9e . T3 W

fusion ini

1 1 R 2K
t = %Rp ( ) - % .0.000195 > = (1.24)
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Nel caso di una sferetta di titanio di raggio 1 cm, usando i dati indicati nel testo, ovvero

_ -
p = 450723
c= 520K]kg (1.25)
€e=05

sitrovat =9.16s

‘ Soluzione del Problema 3 ‘

Osserviamo anzitutto che la distanza in sé non influisce sulla distribuzione spettrale:
pertanto possiamo partire dalla densita spettrale 11, (T) e impostare il calcolo sulla potenza
emessa per unita di superficie (emittanza).

Per procedere al calcolo dell’emittanza nella finestra del visibile, partiamo dalla
densita spettrale (legge di Planck)

8th 13
eksT —1

e calcoliamo la corrispondente radianza spettrale (potenza per unita di area per unita di
frequenza)

c 2rth V3
PAT) = Zuu(T) = 3 —— (1.27)
€ kT —1
Nota I'espressione della potenza spettrale possiamo quindi scrivere
0t 749 THz
T v
PViS - CT le/ (128)
028TH, €' —1
Si procede al calcolo dell'integrale osservando che
749 THz o 3
3 3 3
v v
— dv = hvvidv — ——dv (1.29)
428'TH, €87 — 1 08TH, €81 —1 749'THz €31 — 1
ed & quindi sufficiente trovare una forma per esprimere
[e9)
3
v
- dv (1.30)

v ekl —1

E altresi pii1 agevole lavorare con un integrale puramente adimensionale: definita la
variabile x = kIZTVT si ha, quindji, per sostituzione

o 3 4 % 3

[ (B80) [ 2 131)
J e h er—1

%) e'B _1 X0
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Avvalendosi dello sviluppo in serie

1 - —nx
= 1.32
oL (1.32)
si puo allora scrivere
(e} o0 (o]
x® v 3 S 3
/ex_ldx:/dex e_"x:Z/dxx e (1.33)
X0 X0 n=1 n:le
Integrando per parti si ottiene
x —nx ®
/dx B = _e? (n3x3 +3n%x% + 6nx + 6)
Xo o (1.34)
e*ﬂXo
= (n3x8 + 3n2x3 + 6nxg + 6)
Quindi
[ ¢ " (33 400
/ex_ldx—zl " (n Xy +3n x0+6nxo+6> (1.35)
X0 n=

A questo punto, osserviamo che se si vuole ottenere 'emittanza totale, & sufficiente porre
xo =0esiha

X
; e 1 =

x3 < 6
/ x=Yy > =0 (1.36)
e si riottiene in tal modo la nota legge di Stefan-Boltzmann

¢ 3
P =20 [

c2 v
0 el —1 (1.37)
27th (kgT\* m# 4
_c2<ll>15_0T

Per la potenza emessa nel visibile, invece, si ha

749 THz

6 (1.38)

00 e—3.56n
> ((3.56n)3 +3(3.561)2 + 6(3.561) + 6)
n=1
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Sfruttando la presenza dell’esponenziale, che garantisce una rapida convergenza, tron-
chiamo entrambi gli sviluppi in serie a n = 2 e otteniamo

27th [(kgT\* 27th (kT \*
Abbiamo cosi finalmente

Pyis 2.38
= =0.37 1.40
Pt 1*/15 (140)

Soluzione del Problema 4 ‘
1. Sisfrutta la legge dello spostamento di Wien

T = =6739K (1.41)

/\max
2. Si puo procedere in due modi, entrambi esposti nel seguito.

e La potenza totale emessa dal Sole & data dalla legge di S.B. applicata alla
superficie del Sole

P = 47RE 0T (1.42)
La potenza per unita di superficie che giunge sulla Terra &
dp Rsol \> .4 mW
- = T* =136 —= 1.4
dA (RlU.A. 7 36 cm? ( 3)

Facendo uso del procedimento dell’esercizio precedente, possiamo calcolare
la potenza areale nel solo spettro visibile
dPyis _
dA

Stimiamo ora l'energia media di un fotone dello spettro visibile, delimitato
dalle frequenze v, = 428 THz e v, = 749 THz

136 ™V 0,392 = 5331 ™ (1.44)
cme cme

V1 + V2

(E) =h =39010""] (1.45)

otteniamo quindi il numero di fotoni N per unita di area e di tempo da

dPViS 1 17 1
= — =1.3710
dA (E) s cm?

(1.46)

e Si considera la radianza spettrale (vedi Eq. (1.27)) nell’intervallo infinitesimo
dv centrato su v: la potenza infinitesima dP emessa per unita di area e di
angolo solido si scrivera allora come

_ 27th V3
- 2 hv
€ el —1

dp, dv (1.47)
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D’altronde, scelto un intervallo infinitesimo di dv, l'energia dE si puo scrivere
in termini del numero di fotoni dN,, che possono essere assunti monocromatici
con frequenza v e pertanto

dE, _ N,
dt — dt

dp, = hv (1.48)

quindi il numero di fotoni irraggiati per unita di tempo, di area emittente e di
angolo solido si scrive come

AN, 2n v2

2
dt ¢ BT _q

dv (1.49)

Poiché l'intera fotosfera solare € la superficie emittente e la sfera centrata
sul Sole e di raggio 1U.A. ¢ la superficie colletrice, troviamo rapidamente il
numero di fotoni per unita di tempo e di superficie alla distanza 1U.A.

2 2
Ny = ( Rsol ) Vo (1.50)

2 _hv
Rwa.) ¢ 5t _4q

Resta da integrare tra v; e vp: posto allora l'integrale nella forma adimensionale
gia vista nell’esercizio precedente

X2
Rgo 2 2 (kgT 3/ x?
- i e bl 1.51
Nv1s (RlU‘A‘> 2 h J or 1dx ( 5 )

Ripetendo quanto fatto nell’esercizio precedente, I'integrale numerico si risol-
ve scomponendo opportunamente il dominio di integrazione e procedendo
per parti

eX —1 nd

® 2 00 ,—NXg
/ Yoy ¢ (nzxg + 2nxg + 2) (1.52)
X0 n=1

Pertanto, utilizzando i dati numerici e troncando lo sviluppo in serie al secondo
termine si ottiene

xp=5.340 5
/ exx_ - = 0.8381 —0.1980 = 0.6401 (1.53)
x1=3.051
e quindi
Ny = 0.6401 ( sl "7 (koT)? = 2661071 (1.54)
vis Riua /) 2\ h T s cm? '

Il confronto del risultato esatto in Eq. (1.54) con quello approssimato ottenuto
in Eq. (1.46) mostra un ragionevole accordo.



30 Capitolo 1. Elementi di fisica quantistica e statistica

Soluzione del Problema 5

Osserviamo che 'energia iniziale E; dell’atomo corrisponde a quello dello stato eccitato
dopo l'assorbimento del fotone con A; = 388.9 nm; 'energia finale, invece, corrisponde
a quella dello stato eccitato prima dell’emissione del fotone nel rosso.
Constatiamo, inoltre, che sia I'emissione sia 1’assorbimento dell’atomo di protio
avvengono nel visibile, regione dello spettro che & descritta dalla serie di Balmer.
Facendo uso del modello di Bohr, sappiamo che i livelli energetici del protio sono dati
da

4
me
En=———5—5 n=12,... 1.55
! 8e3h2n? (1.55)
e dunque alla transizione da uno stato n a uno stato m & associato lo scambio di un fotone
di energia
4
me 1 1
Ephot = _78631’12 (mz - n2> (1.56)
Ricavando l’energia del fotone dalla relazione
hc
Eohot =hvp = — 1.57)
phot 1 M (

possiamo stabilire un vincolo sugli indici m e n inserendo la Eq. (1.57) nella Eq. (1.56)

11 8e2hic
<rr12 B n2> =T Amet (1.58)

Ora, poiché come osservato, I’assorbimento deve essere descritto dalla serie di Balmer, si
avra chiaramente n = 2, e si avra quindi

1 8edndc 1
= — =0.0122 L.
- ot T 7 0.01228 (1.59)

da cui si ricava m = 9.

Indichiamo ora con n’ e m’, rispettivamente, lo stato iniziale e finale per I’emissione:
trattandosi di una linea della serie di Balmer, avremo m’ = 2. Resta da determinare un
valore di n’ per cui A, cada nel rosso. Rifacendo uso della Eq. (1.58) scriviamo allora

8 2h3 -1
Ay = — € (1 1 ) (1.60)

met \4 w2

Se si pone n’ = 3 si ottiene una lunghezza d’onda di 656 nm (accettabile, perché nel
rosso), mentre gia con n’ = 4 si trova una lunghezza d’onda 486 nm, decisamente nella
zona del blu. Pertanto lo stato di interesse risulta n’ = 3.

Possiamo quindi finalmente calcolare I'energia dissipata nell'urto come

4
me 1 1
Eurto = Ef — Ei = W (1’1/2 - m2> =134eV (1.61)



1.1. Fisica dei quanti 31

Soluzione del Problema 6 \

11 catione He, ¢ un atomo idrogenoide con carica nucleare Z = 2 e massa ridotta y pari
a

-1
= ( + 4;1 ) = 0.9999 11, (1.62)
n

Assumendo con ottima approssimazione y = m, possiamo quindi scrivere 'energia del
suo n-esimo livello elettronico come
Z2m,e*

EhL=———-—— n=12,... 1.63
" 8e3h?n? (1.63)

Poiché la ionizzazione corrisponde allo stato in cui # tende all'infinito, ovvero allo ze-
ro dell’energia, la quantita minima di energia da fornire per la completa ionizzazione
corrisponde, in modulo, a quella dello stato n = 1, cioé

2, A
= LM 546 (1.64)
8egh?
che corrisponde ad una lunghezza d’onda
A= % = 22.8 nm (1.65)

La radiazione si trova quindi in quella regione dello spettro che € nota come ultravioletto
estremo, prossima al limite inferiore dei raggi X.

Soluzione del Problema 7 \

Convertiamo anzitutto I'energia data in elettronvolt e riferita a ciascuna molecola di
glucosio
k]  2.87010°] eV

2870—— =
mol  6.02210% 1.60210-19]

Un singolo fotone di tale energia ricadrebbe nell’ultravioletto estremo.

Per rispondere alla seconda domanda, calcoliamo la quantita di energia totale liberata
dall’ossidazione. La massa molare del glucosio corrisponde, come si evince dalla formula
bruta, a 180.16g mol~!: pertanto

=297 eV (1.66)

10* g 6 -1 8
E=—"-/-2__.287010 17 =1.593 10 1.67
180.16 g mol 1! Jmo 593 J (1.67)

Dopo aver verificato che la grafite ha calore specifico di ¢ = 720 Jkg=! K~! si puo
calcolare I'incremento di temperatura risultante per la massa m = 1 kg

E 1.593 108 J

AT = = =
cm 1.0kg-7.210% kg 1 K1

=2210°K (1.68)

Quale che sia la temperatura iniziale, & chiaro che alla fine del processo non sara pitt
presente un chilogrammo di grafite, ma una nuvola di carbonio incandescente. Nella
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realtd, pur isolando completamente la grafite da qualsiasi influenza esterna, non le si
potraimpedire di perdere comunque calore mediante radiazione, un processo che diventa
straordinariamente efficiente al crescere della temperatura.

Cio precisato, il massimo di emissione per tale temperatura risulta, secondo la legge
di Wien, pari a

A= % =13.17 nm (1.69)

Soluzione del Problema 8

Il sistema puo essere trattato come un atomo idrogenoide e vale pertanto il modello di
Bohr con carica centrale Z = 1 e massa ridotta m

11\ 1\
" — ( + > — <1+ ) me = 0.9952m, (1.70)

me mw 207

L'energia dell’ n-esimo livello elettronico si scrive come

£ _  0.9952m.e* 1353 eV
" 82z n2

(1.71)

da cui risulta chiaramente che I'energia di ionizzazione & pari a 13.53 eV.
Calcoliamo ora il potenziale elettrostatico al quale é sottoposto 1’elettrone: nel modello
di Bohr l'elettrone si colloca su un orbita circolare stazionaria con raggio R, pari a

hzeo
Tme?

R, = n* = (0.531-10" 19 m) »? (1.72)

pertanto in ogni punto € sottoposto al potenziale coulombiano prodotto dall’antimuone

e me> 270V

V(R,) = = =
(Rn) 4meoR,  4e3h2n? n?

(1.73)

Il potenziale elettrostatico nello stato fondamentale vale dunque 27 V. Il corrispondente
campo elettrostatico vale invece

¢ - 27V — 5.08 10“% (1.74)

E(Ry) =
(R1) 47megR? ~ 0531-100m

Soluzione del Problema 9 ‘

Verifichiamo preliminarmente se i fotoni incidenti hanno energia sufficiente per provo-
care ’emissione di elettroni. Alla lunghezza d’onda A = 385.5 nm il fotone ha energia

E= % =3.216 eV (1.75)
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che supera il lavoro di estrazione W = 2.7 eV. Dalla relazione di Einstein abbiamo
quindi che I'energia cinetica T per ciascun elettrone fotoemesso &

T=E-W=05¢eV (1.76)

Alla luce del risultato in Eq. (1.76), osserviamo quindi che la tensione alla quale gli
elettroni sono accelerati ¢ sufficiente da garantirci di essere in regime di saturazione:
pertanto la corrente non € influenzata dalla tensione ma é dettata dal tasso di produzione
di fotoelettroni (quindi un aumento della tensione del 10% non modifica il risultato).

Assumendo un’efficienza di estrazione pari a 1, il numero di elettroni fotoemessi per
unita di tempo e di area sara chiaramente pari al numero di fotoni che giungono sulla
lamina per unita di tempo e di superficie.

Calcoliamo quindi che la lampada da 100 W emette istantaneamente un numero di
fotoni pari a

dN _ P 100 W
dt  E 3216 (1.602-10-197)

Emessi isotropicamente, i fotoni si distribuiscono su fronti d’onda sferici, sicché alla
distanza di 3.5 cm si ha il seguente numero di fotoni per unita di superficie

=1.94-100s1 (1.77)

AN 194100571

= =126-108s1em2 1.7
JAdt ~ - (35emp 26107 s em (1.78)

Percio la lastra, di area 1 cm?, complessivamente, assorbira 1.26 - 1018 fotoni al secon-
do: é facile infatti verificare che 1’angolo sotteso dalla lastra e sufficientemente piccolo
(tan~1(0.14)) da poter trascurare le correzioni angolari.

Coincidendo tale quantita con il numero di elettroni fotoestratti, la corrente si scrivera

quindi come
dg  dN
i = ﬁ = ¢ =200mA 1.79)

Soluzione del Problema 10

Calcoliamo l'energia di ciascun fotone incidente

E= % = 2.755 eV (1.80)

dalla relazione di Einstein abbiamo quindi
T=E-W=046eV (1.81)

da cui ¢ immediato ricavare che il potenziale di arresto ¢ di 0.46 V

Soluzione del Problema 11 \

Il modello di Bohr ci fornisce I'energia del fotone emesso dal protio

4
me (1 - 1) —102eV (1.82)

Ephot: E; —Ey = *@ 1
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la relazione di Einstein 1’energia cinetica
T=E-W=81eV (1.83)

Paragonata all’energia a riposo dell’elettrone (0.511 MeV), I’energia cinetica e sufficien-
temente piccola da poter utilizzare la relazione classica che la lega alla velocita. Si ha

quindi
o= /2L _17.100 ™ (1.84)
m S

Soluzione del Problema 12 ‘

Osserviamo che a seguito della fotodissociazione di O3 otteniamo i prodotti O + O
ovvero una molecola di ossigeno molecolare e un radicale libero.
Per la conservazione dell’energia meccanica possiamo scrivere

_Ebind +hv = TOZ —+ TOA (185)
mentre la legge di conservazione della quantita di moto permette di scrivere

hv

= = po, + po (1.86)
Risulta che la quantita di moto del fotone & pari a 2.65 1072 kg m~! s~!: considerando
che la massa di un atomo di ossigeno & 2.6 1072¢ kg & chiaro che le velocita finali dei

prodotti sono del tutto trascurabili e si puo quindi stimare
_Eb'md +hv ~0 (187)

quindi Epjng ~ 4.9 eV ~ 473 K] mol !

Soluzione del Problema 13 ‘

Poiché si tratta di alloggiare due elettroni su dei livelli energetici, un vincolo deve essere
strettamente osservato: la funzione d’onda complessiva che descrive lo stato del sistema
deve essere totalmente antisimmetrica.

Poiché la funzione d’onda complessiva puo essere scritta come prodotto di una parte
spaziale per una parte puramente spinoriale, & certamente possibile avere una parte
spaziale simmetrica, a patto che la parte spinoriale sia totalmente antisimmetrica.

Nel caso di due elettroni si ha che

e ad una parte spaziale simmetrica corrisponde uno stato di spin di singoletto
(5§=0);

e ad una parte spaziale antisimmetrica corrisponde uno stato di spin di tripletto
(S=1).
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Le autofunzioni della buca di potenziale monodimensionale di larghezza a, a pareti
infinite, sono

2 [sin (“Zx) 1 =2,4,6,8,...
xX) =14/- " 1.88
Pn(x) a {cos(”a”x) n=1,3,57,... (1.88)
e l'energia & pari a
W2
Ev=r5 s n? (1.89)

Pertanto, si distinguono due casi.

Se si ipotizza che lo stato fondamentale abbia configurazione di singoletto, allora si
puo scrivere la parte spaziale come una combinazione lineare totalmente simmetrica,
ovVero

P12 = P1(x1)p1(x2) + P1(x2)P1(x1) = %cos (%xl) cos (%3@) (1.90)

e I'energia dello stato fondamentale & semplicemente 2E;.
Se, invece, si ipotizza una configurazione di tripletto, si osserva che lo stato con pilt
bassa energia che si puo costruire &

P12 = (P1(x1)P2(x2) — P2(x2)¢1(x1))

2 {cos (Ex )sin (27rx ) _sin (27Tx ) cos (Ex )} (1.91)
a a 1 a 2 a 1 a 2

che ha un’energia pari a 5E;.

Il risultato e interessante perché questa "risalita" dello stato fondamentale ha un’ori-
gine puramente geometrica: infatti, 1’hamiltoniano che é stato utilizzato per derivare le
autofunzioni non conteneva alcun termine energetico che fosse funzione dello spin!

‘ Soluzione del Problema 14 ‘

Il valore di aspettazione della distanza, nel caso monodimensionale, si puo esprimere
sfruttando la relazione

((v1 = 22)%) = (27) + (47) — 221 32) (1.92)

Scrivendo la funzione d’onda antisimmetrica delle due particelle come una combinazione
lineare di due stati &, f ortonormali

2= 5 (Pel)p(2) — Yy pu2) (193)
si procede al calcolo dei tre termini. Nel caso di (x?) si ha
1
(raldlna) = 5 [ [ { (wale)gplea) — 9pen) i (x2)) 68
(Ya(x1)Pp(x2) — Pp(x1)Pa(x2)) }
: |
= 5 [an [ {le Pl P + s () PlonC) P} gy

= 5 ([ anlpate) Pt + [ st 23)

= 0Pt 202



36 Capitolo 1. Elementi di fisica quantistica e statistica

dove, a causa dell’ortonormalita, tutti i termini con segno negativo sono risultati nulli ed
é stato possibile, grazie alla normalizzazione, svolgere 'integrale in x.
Allo stesso modo, per (x3) si ha

WralBlpn) = 5 [dxr [ de { (piGavitn) - vit)pite) ) Bx
(Pa (1) p(x2) — Pp(x1)¢u(x2)) }
=5 [dmn [ v {la () PlgpCe) P + s (e Pl () P3 ) 05,

=5 ([ w3+ [ dnlyste)3)

= 2Pt 5 (D

avendo stavolta svolto 1'integrale in x;.
L'ultimo termine da valutare & ora (x1x;)

(robnaalp) = 5 [dx [dn {(yi0a)wi0n) - phin)pit)) axx
($u (x1)9pp(x2) — l/Jﬁ(x1)1lJa(X2))}
= 5 [ [ v {lwa ) Pl (o) P + s (o) Pl ) P
=5 [ [ L ea)eps ) () (o) +
W5 (e (¥ (x2) 2 (x2) |
= 2 (e + () — (Rl — (33 (D)

(1.96)
dove, avendo indicato con il termine <x>,xﬂ l'integrale
[ ax gz xgs(x) (1.97)
si deduce che (x) g, € il suo complesso coniugato. Pertanto
(Pr2]x1x2|P12) = (X)a(x)p — [(x)apl? (1.98)
Quindi il valore di aspettazione della distanza e
(51— x2)2) = () + (625 — 20x)(x)p + 21 (¥hap (1.99)

Nel caso classico, ovvero con particelle distinguibili, la funzione d’onda da valutare si
sarebbe potuta scrivere come

P53 = u(x1)pp(x2) (1.100)
ed & immediato verificare che in tal caso si ottiene
((x1 = x2)2)8 = (x2)y + (x%) 5 — 2(x)a(x)p (1.101)

Si osserva che se le due particelle sono descritte da una funzione d’onda antisimmetrica,
il valore di aspettazione della distanza ¢ maggiore di un ammontare pari a 2|(x) />
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Soluzione del Problema 15

Lipotesi di de Broglie, o ipotesi delle onde materiali, postula l'esistenza di una natura
ondulatoria per ogni particella dotata di quantita di moto. Quantitativamente, la lun-
ghezza d’onda A associata ad una particella con quantita di moto di modulo p € data da

A== (1.102)
p

dove h ¢ la costante di Planck (6.63 - 10734 Js71).
E opportuno notare che la quantita di moto, sebbene usualmente sia espressa in
termini classici, ovvero p = mv, puo essere altresi espresso in termini relativistici, ovvero

p=- E2 — (mc2)2 (1.103)
espressione che permette di definire la lunghezza d’onda di de Broglie associata ad una
particella in regime relativistico.

Lipotesi permette, tra 1’altro, di dare conto del fenomeno della diffrazione degli
elettroni (osservato nell’esperimento condotto da C.J. Davisson e L.H. Germer nel 1927)
e dei neutroni (osservato da Chadwick nel 1936).

Si puo osservare che la formula in Eq. (1.102) cade in difetto per p = 0, condizione
che e tuttavia proibita dal principio di indeterminazione di Heisenberg, che prescrive
l'esistenza di un’intrinseca incertezza della quantita di moto nella forma

AxApy > g (1.104)

Soluzione del Problema 16 ‘

Utilizzando la Eq. (1.102) si trova che

1. un’automobile di massa pari a 1000 kg, che viaggia in linea retta a velocita di
50 km h~! (che corrispondono a = 13.89 m s~!) & chiaramente in regime classico e
ha una lunghezza d’onda di de Broglie associata di

h 6.63-10734]s71
A=— = =477-10"38 1.105
mo  10°kg 13,89 ms ! o (1.105)

2. per un elettrone nel vuoto, accelerato da una differenza di potenziale elettrostatico
paria 10%V, occorre preliminarmente verificare se si & in regime relativistico. Poiché
l'energia cinetica T dell’elettrone & pari a 10* eV e la massa a riposo dell’elettrone
& di 0.511/c? MeV, ¢é lecito utilizzare l'espressione classica della quantita di moto.
Dopo aver convertito 10* eV in Joule

10* eV = 10%* eV - 1.602 - 10*19% =1.602-10"1°] (1.106)
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2

si puo scrivere, considerato che T = f—m
1034761
_ h _ h _ 6.63-107°%Js 12310 m
P V2mT  /2-(9.11-1073Tkg) - (1.602-10-157)
(1.107)

Ora, mentre la lunghezza d’onda di de Broglie dell’elettrone & paragonabile al
raggio di Bohr (0.529 - 107!° m), la lunghezza d’onda associata all’automobile &
invece svariati ordini di grandezza pit1 piccola e sostanzialmente non misurabile.
Per questo motivo non e possibile riscontrare dall’osservazione del moto di un
automobile alcun effetto quantistico.

Soluzione del Problema 17 ‘

Per calcolare l'energia associata ad una data lunghezza d’onda, si utilizza 'espressione

he 19861072 Jm  1.239-10°eVm
<= + = 3 (1.108)

E=hv=
si trova cosi che
e periraggi gamma, A = 10~!2 m, si hanno energie dell’ordine di 1.2 MeV;
e periraggi X, A = 10719 m, si hanno energie dell’ordine di 12 keV;
e per i raggi ultravioletti, A = 1078 m, si hanno energie dell’ordine di 120 eV;
e per la luce visibile, A = 10~® m, si hanno energie dell’'ordine di 1.2 eV;
e periraggiinfrarossi, A = 10~* m, si hanno energie dell’ordine di 12 meV;

e per le microonde, A = 1072 m, si hanno energie dell’ordine di 0.12 meV.

\ Soluzione del Problema 18 \

Se si risolve I'equazione di Schrodinger non dipendente dal tempo per una particella
libera (V = 0) che si muove solo sull’asse x si ha
d*¥ (x) 2mE

P ¥(x) (1.109)

che ha soluzione 4 4
Y (x) = cre 4 cpetikx (1.110)

dove ¢1 5 sono dei coefficienti complessi e il numero d’onda k resta fissato da
1,2

k= L;”S (1.111)

Se si calcola il modulo quadro della funzione d’onda trovata, denotate d; » le fasi dei ¢; o
|‘~I’(x) |2 — (Cﬂ{e-&-ikx + Cée_ikx) (Cle—ikx + Cze-i-ikx)
— ‘Cl|2 + CTC2€2ikx —2ikx + |C2|2 (1.112)

= |c1|? + 2|c1ca|cos (2kx — 81 4 83) + |ca|?

+cqc5e
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¢ immediato riscontrare che

+0c0
/ |¥(x)|? dx (1.113)

diverge: la funzione d’onda non e quindi normalizzabile.

Questo non sorprende perché una particella che possa essere scritta come un fronte
d’onda piano ha una quantita di moto che & completamente fissata dalla Eq. (1.111) che
vale

p = hk (1.114)

e pertanto, al fine di soddisfare il principio di indeterminazione, I'onda & totalmente
delocalizzata.

Soluzione del Problema 19

Si formalizza, anzitutto, il concetto di buca di potenziale tridimensionale a pareti infinite.
Se Ly,,z sono i tre spigoli della buca, che si suppone centrata sull’origine di un sistema
di riferimento cartesiano ortogonale, si potra scrivere

—L;/2<i Li/2
V= {0 /2 <i<+L;/ (1.115)

dove l'indice i puo assumere i valori x, y, z.
Poiché si e interessati agli autovalori del sistema, si puo risolvere l'equazione di
Schrodinger stazionaria che, nella regione permessa, assume la forma

VY = —ZZ%E‘P( ) (1.116)

Per separazione delle variabili si pud scomporre ¥(x, y, z) in tre fattori
¥(x,y,z)=X(x)Y(y)Z(z) (1.117)
dando luogo a tre equazioni differenziali in una sola variabile

d?X(x) 2mE,

iz B X(x)
d?Y (y) 2mE,
S 1.118
d?Z(z) 2mE,
dz2 - hz Z(Z)

dove i tre autovalori sono legati dalla relazione E = Ex + E, + E;.
Le tre soluzioni delle Eq. (1.118) si possono scrivere come

X(x) = aysin(kyx) + axcos(kyx)
Y (y) = bisin(kyy) 4 bacos(kyy) (1.119)
Z(z) = ¢1sin(kzz) 4 cacos(k;z)
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con le condizioni al contorno
Lx
2
Ly
=0 ;Y > =0 (1.120)
L
2

Concentrandosi come caso di studio su X(x), dall'imporre le condizioni al contorno si
ottiene la coppia di equazioni

L L
—a;sin <kx2x> + a,cos (kx2x> =0

L L (1.121)
a;sin (kx2x> ~+ arcos (kx2x> =0
che sommate membro a membro danno
Ly
2 aycos (kx2> =0 (1.122)
Si danno allora due casi:
1. : a; — 0
E allora necessario assumere a; # 0 e ricavare che
. Lx 7T
msin (ky— ) =0 —  ky=—(2m) (1.123)
2 Ly
2. ap 75 0.
Si deve allora verificare
cos (k) =0 = k=T (m+1) (1.124)
2 Ly

e per sostituzione nelle Eq. (1.121) si ricava che deve aversi a; = 0.

Si vede, quindi, che per multipli pari di 77/ Ly la funzione d’onda ¢ dispari, per multipli
dispari di 7t/ Ly la funzione d’onda ¢ pari. Si osserva inoltre che il valore minimo di ky
ammissibile & 7t/ Ly.

Estendendo il ragionamento anche a Y(y) e Z(z) si ricava lo spettro (discreto) dell’e-
nergia

RPN o £ S
E(nx,ny,nz) = %(kx+ky+kz) = W f%_‘_?;_'_f% (1125)

Se i tre spigoli della buca Ly, Ly e L; sono incommensurabili, cioé se non possono essere
scritti come rapporti tra interi, non esiste alcuna degenerazione e ad ogni valore di energia
(livello di energia) corrisponde una e una sola tripletta (1, ny, n;) (stato quantico).
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La degenerazione si manifesta massimamente quando la buca raggiunge 1’apice della
simmetria per un parallelepipedo, ossia € cubica.
In tal caso, l'espressione in Eq. (1.125) si specializza in

n2 2

2,2 2
Ecubo(nx, Ny, nz) = 2T (nx +ny, + nZ> (1.126)
avendo indicato con V il volume totale della buca.

Si ha allora che mentre il livello di energia pili basso € non degenere, poiché corri-
sponde all'unico stato quantico (1,1,1), il secondo livello energetico ¢ tre volte degenere
poiché puo corrispondere a tre stati quantici, cioe (2,1,1) (1,2,1) (1,1,2).

‘ Soluzione del Problema 20 ‘

Lo spin rappresenta il momento angolare intrinseco dell’elettrone che pu6 assumere i
due valori S, = :l:%.

I momento di dipolo magnetico di spin M; ¢ direttamente propozionale allo spin
secondo la legge

M, = —gs%Bs 1.127)
dove pp € il magnetone di Bohr
h
g = ;m —927.10" %411 (1.128)
e

mentre g & il fattore-g di spin che & pari, sostanzialmente, a 2 nel caso dell’elettrone.

‘ Soluzione del Problema 21 ‘

Enunciato 1: la funzione d’onda di un sistema di N fermioni identici e totalmente
antisimmetrica sotto I’azione dell’operatore di scambio 15;“,.

Enunciato 2: fermioni identici non possono simultaneamente condividere il medesimo
stato quantico.

I due enunciati sono equivalenti poiché se si assume che la funzione d’onda é total-
mente antisimmetrica, imponendo a due fermioni lo stesso stato quantico si ottiene una
funzione d’onda nulla, priva quindi di significato fisico.

D’altra parte, se si costruisce una funzione d’onda per particelle identiche, la non
distinguibilita impone che 1’autovalore nell’equazione

PuY =AY (1.129)

possa assumere solo i valori 1. L'ulteriore richiesta di non condivisione simultanea
degli stessi numeri quantici restringe la rosa di valori ammissibili a A = —1, dando cosi
una funzione d’onda totalmente antisimmetrica.

\ Soluzione del Problema 22 \

1. La prima riga di Balmer per 1'idrogeno viene emessa a seguito di una transizione
tra lo stato quantico iniziale n = 3 e lo stato quantico finale n = 2.
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2. Applicando il modello di Bohr, si ricava che il fotone emesso ha energia

1 1
E=136eV (4 - 9) (1.130)

Il catione He™ @ isoelettronico all’idrogeno e si pud, pertanto, anche ad esso ap-
plicare il modello di Bohr tenendo conto che la carica nucleare & pari a Z = 2.
Adottiamo in prima istanza l’approssimazione di massa nucleare infinita.

L'energia del fotone emesso nella transizione m — n si scrive allora come

11 11
E=13.6eV-Z> (nZ - mZ) =544eV (nz - n12> (1.131)

Si possono a questo punto ricavare i valori di n, m
1 1 1 1

() - (5-3)

da cuisiottiecnen =4em = 6.

(1.132)

In approssimazione di massa nucleare infinita, le due energie di emissione sono
rigorosamente uguali: questa, d'altronde, ¢ la condizione matematica che e stata
imposta per determinare 7, m.

Rilasciando 1’approssimazione di massa nucleare infinita, dall'uso della formula

generale

wetz2 (11

8h2ef \n* m
si ottengono le seguenti energie di emissione per l'idrogeno e il catione elio,
rispettivamente

Egy = 13.605693 eV - 0.99945568 - - —1.888651 eV
36 (1.134)
: .
Ener = 13.605693 eV - 4- 099986296 - —_ =1.889421 eV

Si ricava uno scostamento dello 0.4%. che rende possibile in linea di principio
stabilire la specie atomica emittente.

‘ Soluzione del Problema 23 ‘

1. Sia ry il raggio della n-esima orbita stazionaria e si ponga per rendere la trattazio-
ne pili concisa @ = Ze?/47mey. Lenergia cinetica Ein e I'energia potenziale Epo
dell’elettrone si scrivono come segue

a a

Ecin = E Epot = _a (1.135)

Quindji, le due energie non sono mai uguali in alcuna orbita stazionaria.



1.1. Fisica dei quanti 43

2. L'energia E, dello stato legato di orbita r;, si scrive come

Ey = Ein + Epot = - (1.136)

a
21y
e risulta inferiore a quella dello stato non legato. La differenza di energia viene
rilasciata tramite I'emissione di un fotone di energia pari a a/2ry,.

3. Infine, il rapporto Epot/ Ecin risulta indipendente dall’orbita stazionaria prescelta in
quanto
E —a/r
pot n
= = -2 1.137
Ecn  +a/2ry, ( )

Soluzione del Problema 24 ‘

1. Poiché la sorgente & monocromatica, i fotoni hanno tutti la medesima energia.
Inoltre, poiché lo ione He; corrisponde al caso di un atomo idrogenoide, l'energia
di ciascun fotone emesso si ricava mediante il modello di Bohr (con Z = 2), essendo
noti i numeri quantici della transizione. Dunque, I'energia € di ciascun fotone e
paria

544 544

2. Poiché I’emissione € isotropa, I’energia che fluisce per unita di tempo e per unita di

area alla distanza r dalla sorgente, ovvero la quantita dE/(dA - dt) & data da

dE P 100 W 1
= = = —Wm? 1.139
(dA-dt)  4m?  4m-100m2  4m (1.139)

Per la radiazione elettromagnetica si puo scrivere dE = dN - €, dove dN é il numero
totale di fotoni emessi dalla sorgente. Quindi, sull’elemento di area normale alla
direzione di propagazione e con estensione dA = 1 cm? giunge, nell’unita di tempo,
un numero di fotoni pari a

AN  (4n)"' Wm™ 1 em? (47r)~1

an ] - 107451 =497.108% 571
dt 408 eV 1.60-10-19-408 S S

(1.140)

3. La transizione e di dipolo elettrico tra gli stati 2p — 1s. Lo studente attento
nota che potrebbe anche aversi il caso, non di dipolo elettrico, 2s — 1s ma esso
é fisicamente trascurabile dal momento che il canale di decadimento per dipolo
elettrico é largamente favorito.

Soluzione del Problema 25

1. In analogia con quanto visto per lelettrone, il momento di dipolo magnetico
intrinseco per un nucleone, M, si puo scrivere come

M, = fgsP%NS (1.141)
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dove uy € il magnetone nucleare, che ha la stessa forma del magnetone di Bohr ma
contiene la massa del protone 1,

e

= 2 (1.142)

UN

mentre gV assume i valori di 5.56 per il protone e —3.83 per il neutrone.

Emerge immediatamente che il rapporto tra il momento di dipolo magnetico
intrinseco di un nucleone e quello di un elettrone vale
M, | _ g me

= ~1073 (1.143)
| M| 8s Mp

. Si stima dapprima I’energia del momento di dipolo magnetico intrinseco immerso

in un campo di induzione magnetica come
1
(E) = (M, - B) = £ 83 unB: (1.144)
in una transizione di spin flip si avra quindi
AE = ¢NunB. (1.145)

Anche in assenza di campo esterno all’atomo, il nucleone subisce il campo di
induzione magnetica generato dalla presenza dell’elettrone.

Adottando un modello semiclassico in cui I'elettrone ruota a velocita v attorno al
nucleo, calcoliamo il valore di tale campo assimilandolo a quello prodotto al centro
di una spira raggio pari al raggio di Bohr a¢ e percorsa da una corrente

. dqg e ev
_ —_——= — 1-14
! dt T 2mag (1.146)
Nello stato fondamentale si ha | = mvay = h: pertanto
i—= ﬂz (1.147)
2m7tag

Inserendo il valore dell'intensita di corrente nell’espressione che fornisce il valore
del campo B al centro di una spira circolare si ottiene

Hoi _ epoh
B="+= =125T 1.148
2R 4mnal ( )
da cui
22-107% eV protone
AE = ¢NuyB, = 1.149
8s INDz {—1.5-106 eV neutrone ( )
da cui, sfruttando il risultato gia ottenuto precedentemente,
10-6
1= he N 1.239-10"%eV m —172m (1.150)

E ~ 106 eV

che corrisponde alla banda VHF delle onde radio (onde ultracorte).
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3. Poiché é noto che il campo prodotto da un dipolo & proporzionale all’entita del
dipolo che lo produce e decade con la distanza secondo la legge di potenza r—3,

una stima dell’energia di interazione dipolo-dipolo é data da

MSMH
(09
73

()

Usando un semplice argomento di analisi dimensionale, osserviamo che il secondo
membro ha le dimensioni di un’intensita di corrente al quadrato mentre il primo
membro ha le dimensioni di un’energia. Ne deduciamo, senza ricorrere al calcolo
esatto, che tra le costanti di proporzionalita si dovra avere la permeabilita magnetica
del vuoto

(1.151)

(€) o< o Msr_{,w” (1.152)

e si ottiene quindi (€) ~ 107® eV, sicché risulta che I'interazione dipolo-dipolo tra
protone ed elettrone ha energia comparabile a quella tra dipolo nucleare e campo
di induzione prodotto dall’elettrone.

4. La lunghezza d’onda di un fotone che abbia I'energia ricavata al punto (3) resta,
come al punto (2), dell’ordine del metro (onde radio).
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1.2 Gas di fermioni e/o bosoni

1.2.1 Problemi

Problema 26

Una particella si trova in un sistema a due livelli non degeneri all’equilibrio alla tempera-
tura di 27 °C. Assumendo che esso sia governato dalla statistica di Fermi-Dirac, calcolare
la probabilita di occupazione di ciascun livello se la differenza tra I’energia del secondo
livello e 'energia del primo livello ¢ paria 0.1 eV.

Problema 27

Quantificare come varia il risultato ottenuto del Problema 25 se si assume che il medesimo
sistema sia governato

1. dalla statistica di Bose-Einstein

2. dalla statistica di Maxwell-Boltzmann

Problema 28

Un particella che obbedisce alla statistica di Fermi-Dirac si trova in un sistema a quattro
livelli non degeneri con energie €; = 0, €2 = 1 meV,e3 = 1eVeey = 1.1 eV. Dopo aver
determinato quale livello ha la maggiore probabilita di occupazione a 0 K, dire per quale
temperatura la probabilita di occupazione del quarto livello & pari a 1/10 di quella del
secondo livello.

Problema 29

Si consideri un sistema di N fermioni distribuiti su una serie di livelli discreti {e; }{-‘:1. As-
sumendo che tali livelli siano molto ravvicinati e distribuiti in modo uniforme, calcolare
la dipendenza del potenziale chimico y dalla temperatura T.

Problema 30

Valutare 1’area sottesa dalla distribuzione di Fermi-Dirac nel limitedi T — 0e T — oo.

Problema 31

Cinque particelle popolano un sistema a 10 livelli di energia equispaziati (€;;1 — €; =
0.5 eV). Trovare I'energia media a T = 210 K nell’ipotesi in cui viga la statistica di

1. Maxwell-Boltzmann
2. Fermi-Dirac

3. Bose-Einstein.
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1.2.2 Soluzioni

‘ Soluzione del Problema 26

La statistica di Fermi-Dirac pone in relazione il numero di occupazione medio #; dell’i-
esimo livello con I'energia del livello €; secondo I'equazione

no_ 8i
" e (Ble e 1 (1159

dove g; & la degenerazione del livello, 3 = (kgT) ! e ef & 'energia di Fermi. Sommando
tutti i numeri di occupazione si deve avere

Y ;=N (1.154)
1
dove N é il numero totale di particelle del sistema e l'indice della sommatoria corre su
tutti i livelli energetici.
Nel caso in esame, si ha una sola particella (N = 1) che puo disporsi su due livelli
(i = 1,2) entrambinon degeneri(g; = 1) che hanno separazione Ae = 0.1eV. Assumendo
che lo zero dell’energia corrisponda al primo livello, si deve quindi avere

1 1
=1 1.155
exp (—Berp) +1 + exp (B(Ae —ep)) +1 ( )

Ponendo p = exp(—per) e g = exp(BAe) si ottiene
pa+p+2=pq+pg+p+1 = pq=1 (1.156)

cioé, passando al logaritmo, ep = %, valore che normalizza la distribuzione e permette
di identificare #i; con la probabilita di occupazione p;. Pertanto, per T = 27 °C = 300 K,
si calcola che = 38.68 eV~ ! e siha

p1 = 0874 py=0.126 (1.157)

Soluzione del Problema 27

1. La statistica di Bose-Einstein prescrive che il numero di occupazione varii come

P &i
M= oxp (Blei — ) — 1 (1.158)

dove yu é il potenziale chimico. Procedendo come mostrato nella soluzione del
Problema 25, si impone la condizione di normalizzazione

1 1
+ =1 1.159
exp(—pp) ~ 1 exp(le — ) - 1 )
cioé, ponendo p = exp(—pBu) e g = exp(BAe),
1 1

p—l+qpi—1:1 (1.160)
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che resta ben definita solo se p > 1 e pq > 1 perché il numero di occupazione € non
negativo. Semplificando 1’espressione si ottiene

qp* —2p(1+49)+3=0 (1.161)
dalla quale si ricava p in funzione di g

1)2 —
_ a1, Vgt -3 (1.162)
q q
Nel caso trattato, per T = 300 K e Ae = 0.1eV siricava q = 47.8466 e le due radici

p1 = 0.0312; pp = 2.0106, la seconda essendo 1'unica fisicamente ammissibile. Si
ottengono quindi le probabilita

p

1
- — 0.9895
exp(—=pu) —1  pa—1 (1.163)

1
- = 0.0105
exp(B[Ae —u]) =1  pag—1

1=

=t

N

2 =

2. La statistica di Maxwell-Boltzmann impone che il numero di occupazione sia dato
da
fij = Aexp (—Pe;) (1.164)

e si ha quindi che la costante di normalizzazione deve essere

Ai

e le probabilita sono pari a

p1=0980 p, =0.020 (1.166)

Soluzione del Problema 28 \

A T = 0Kl livello pit1 popolato & naturalmente €; = 0. I livello di Fermi si colloca, a
T = 0K, in egp = 0.5 meV e per ricavare j si deve imporre

pa _files) _1+exp(lez—er) 1 (1.167)

p2 171(62) 1+ exp(,B(€4 — GF)) 10

che si puo riscrivere come

1+ exp(Bles ) = 15+ 10 ep(Bles —e)) (1.168)

Poiché e; & considerevolmente vicina a ef si ha che €; — er ~ 0 e dunque 1’esponenziale &
parial. Siapprossima, di conseguenza, I’equazione precedente e si ricava la temperatura

In(19)
€4 —€F

19 = exp(B(es — €5)) = B = =2678eV ! = T =4333K  (1.169)
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Per verificare la validita dell’approssimazione fatta, si puo sostituire il valore della
temperatura trovata in Eq. (1.167) e calcolare il rapporto delle probabilita: risulta

py(4333K)  1+1.00134  2.00134
_ - = 0.100067 1.17
12 (4333K) 1+19 20 10006 (1.170)

dalla quale si vede che I’approssimazione é ben fondata.

Nota finale. L'energia di Fermi er non si mantiene generalmente costante al variare
della temperatura.

Il sistema a due livelli precedentemente trattato rappresenta una delle (poche) ecce-
zioni. L'assuzione fatta per risolvere il problema, ovvero che I'energia di Fermi fosse pari
alvalorea T = 0K, ep = 0.5 meV, & un’approssimazione che resta da verificare.

Si nota che si & ragionevolmente sicuri che il livello di Fermi non si sia spostato
considerevolmente: in caso contrario, infatti, ’aver assunto (€, — €g) ~ 0 non avrebbe
consentito di ricavare il corretto rapporto p1/ pz.

Tuttavia, per avere una giusta misura del campo di validita dell’approssimazione, ¢
sufficiente calcolare la costante di normalizzazione A

4 4 1
A:Z”izz
i=1

= exp(Blei —er)) +1 (1.171)

per differenti valori di 3 e verificare se con ep = 0.5 meV fissato la somma eguaglia 1.

Esaminandoicasi T = 100K, T = 10° K e T = 10* K si ottiene, nell’ordine, A = 1,
A =1.00001e A = 1.4569. Sivede quindi che, limitatamente al sistema trattato, fintatoché
T < 10* K si pud assumere che I'energia di Fermi non varii significativamente.

Soluzione del Problema 29

Per una distribuzione discreta di k livelli {ei}le di N particelle la distribuzione di
Fermi-Dirac deve soddisfare il vincolo

Y ;=N (1.172)

Per le ipotesi del problema si puo assumere che i livelli si susseguano in modo continuo
e uniforme, ovvero che in un intervallo energetico de siano presenti m livelli e si abbia
m = G - de dove G e la densita degli stati energetici, in questo caso costante.

Si avra allora che il vincolo in Eq. (1.172) si pone nella forma

O/exp(ﬁ(e—y))+1d€ N (1.173)

Lintegrale e di facile valutazione: ponendo infatti (e — u) = ¢ esso si porta nella forma

8G [ dg
& ,;/ ST (1.174)
—pH
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e mediante la sostituzione u = exp(¢) si ha I'integrale indefinito

/ +1 /du /u+1 (uil>——*%(1+i> (1.175)

Passando alla valutazione dell’integrale definito, si ottiene

N
log (14 exp(Bu)) = PN (1.176)
8G
cioé . AN
:b(a()—Q (1.177)
H B & | &Xp <G
La dipendenza del potenziale chimico dalla temperatura si esprime quindi come
(T) = kgTlog | ex N -1 (1.178)

Si ha che per T — 0 il potenziale chimico tende al valore #(0) = Ng~'G~! ovvero
I'energia di Fermi: quindi si puo scrivere

u(T) = kpTlog (eXp (k T) 1) (1.179)

Il risultato ottenuto, naturalmente, vale solo se la densita degli stati & una semplice
costante. Diversamente, si procede in modo analogo, ma modificando la strategia di
risoluzione dell’integrale.

Soluzione del Problema 30 ‘

Nel limite di basse temperature, la distribuzione di Fermi-Dirac si approssima ad un
rettangolo di base ey e altezza pari a g (la degenerazione di ciascun livello), di area ger.
Nel limite di elevate temperature si ha ’andamento asintotico (cioé per € > €)

g
~ gexp(—P(e —ep)) = gexp(Ber) exp(—Pe) = Zexp(—Pe
oxp(Ble —ep)) 11~ §P(—ple—er)) = gexp(per) exp(—pe) p(—pe)
z
(1.180)
e l’area sottesa si approssima allora, grossolanamente, come
Z/exp —Be)de = ZksT (1.181)
0

\ Soluzione del Problema 31 \

L'energia media nel sistema puo calcolarsi come

1
=) e (1.182)
N i 7%
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dove N e il numero medio di particelle sull’i-esimo livello (N = 5), mentre la sommatoria
si estende sui 10 livelli energetici, per ciascuno dei quali occorre calcolare il numero di
occupazione alla temperatura di 210 K (8 = 55.26 eV~ 1).

1. Se il sistema & soggetto alla statistica di Maxwell-Boltzmann, & conveniente porre
€1 = 0. Si osserva che poiché sussiste il vincolo

Y iij=A) exp(—Be;) =N (1.183)
i i
la Eq. (1.182) si puo scrivere come

_ Liciexp(—pei)
I =T exp(—pey) (459

Passando alla valutazione numerica si ottiene (e)yp = 5.0 - 10713 eV.

2. Nel caso in cui il sistema sia retto dalla statistica di Fermi-Dirac, si determina
anzitutto che I’energia di Fermi a 0 K cade esattamente tra il quinto e il sesto livello:
ivi ponendo provvisoriamente lo zero dell’energia si dimostra che il livello di Fermi
anche per questo sistema non varia con la temperatura.

Avendo che il primo livello ha energia e; = —3Ae e il decimo livello ha energia
€10 = —€1,siha

1 1
exp(Ber) T 1 exp(—pe) +1

ﬁ(el) + 171(610) = 1 (1.185)
Ragionando sulle restanti coppie allo stesso modo & banale mostrare che ) ; =
5. Quindi per il generico B > 0 la scelta y = 0 e l'unica che garantisce la
normalizzazione.

Ponendo ora €; = 0 e dunque er = 2.25 €V, si ha che la Eq. (1.182) si scrive come

1 €
{e)rp = 2 ; GRS (1.186)

11 calcolo numerico fornisce (¢)gp = 1eV.

3. Passando, infine, alla distribuzione di Bose-Einstein, occorre inizialmente determi-
nare il potenziale chimico e si deve imporre quindi

Y ;=5 (1.187)

Ponendo q = exp(—pyt) siriporta la determinazione di y alla ricerca della 10 radici
del polinomio di grado 10 in g, problema che ha soluzione puramente numerica.

E allora pit1 agevole procedere sin dall’inizio numericamente, mediante l'ausilio di
un elaboratore. Dopo aver constatato che I'n-esimo livello energetico si puo scrivere
come €, = 0.5(n — 1), si definisce la funzione

1
fulx) = exp(55.26(05(n — 1) —x)) — 1

(1.188)
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e si puo quindi riportare il problema della determinazione di y alla ricerca dei punti
di intersezione tra la funzione H(x)

10
H(x) = ;fl-(x) (1.189)

elarettay = 5. Siottiene il risultato mostrato in Fig. 1.1, che evidenzia le singolarita
della funzione H(x) nei puntiin cuix = 0.5(n —1) conn =1,2,...,10

H(x)

Figura 1.1: Grafico della funzione H(x) e della retta y = 5 per la ricerca dei punti di
intersezione

Delle 10 soluzioni possibili, solo la radice negativa (x ~ —0.0033) e accettabile: per
tutti gli altri casi si otterrebbe, infatti, almeno un numero di occupazione negativo!.

11 potenziale chimico del sistema (a T = 210 K) & quindi ¢ = —0.0033 eV. Si lascia
allo studente la verifica, puramente numerica, del risultato (€)pg = 8.3 - 10~ 4 eV.

In Meccanica Statistica si dimostra che questo & un fatto generale: qualunque gas di Bose-Einstein esibisce
p=0



Capitolo 2

Fisica degli atomi

Syllabus - Questo capitolo, diviso in tre sezioni, presenta una serie di problemi di fisica atomi-
ca nei quali si fa pieno uso del fomalismo della meccanica quantistica (in approssimazione non
relativistica). Nella prima sezione vengono proposti problemi relativi ad atomi mono-elettronici
(ovvero atomo di idrogeno o atomi idrogenoidi), eventualmente soggetti all’azione di campi esterni
(magnetici o elettrici) statici. Nella seconda sezione si trovano problemi relativi all’interazione
tra un campo di radiazione elettromagnetica e un atomo idrogenoide. Alcuni problemi di questa
sezione sono di elevata complessitd matematica, ma ne viene proposta la soluzione completa con
illustrazione di tutti i singoli passaggi. Infine, la terza sezione propone problemi relativi alla
fisica di atomi multi-elettronici. Un gran numero di essi sono dedicati all’atomo di elio e agli
atomi alcalini, per i quali é ancora possibile sviluppare una soluzione analitica (che, tuttavia, in
alcuni casi risulterd abbastanza impegnativa). Completano la sezione esercizi da risolvere con il
modello vettoriale dell’atomo ed esercizi sull’interazione tra un atomo e un campo di radiazione
elettromagnetica.

Riferimento bibliografico: L. Colombo, “Atomic and Molecular Physics - A primer” (second
edition), IOP Publishing 2023 - ISBN 978-0-7503-5732-6 (print)
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2.1 Atomi idrogenoidi

2.1.1 Problemi

Problema 32

Un magnete genera un campo di induzione magnetica non uniforme B(z) = 0.02 +
0.0115 22, dove si intende che: il campo & misurato in Tesla, z rappresenta la distanza dal
polo nord del magnete e il coefficiente del termine z? & espresso in T cm?. Un atomo con
momento magnetico pari a 1.34 x 1072® A m? si trova a 8.0 cm dal polo nord, formando
una angolo di 40° con la direzione del campo. Calcolare:

1. il momento torcente che agisce sull’atomo;
2. la forza deflettente che agisce sull’atomo;

3. il lavoro necessario ad allineare il momento magnetico atomico alla direzione del
campo magnetico.

4. Di che tipo di momento magnetico si tratta?

Problema 33

Un fascio di atomi di idrogeno (nello stato fondamentale) con velocita espressa dal vettore
v = (1320,0,0) ms~! viene fatto passare attraverso un magnete di Stern e Gerlach di
lunghezza Ly = 1 m. Mentre percorre 'apparecchio, ciascun atomo sperimenta un
campo di induzione magnetica non uniforme B = (0,0,xz) conkx = 10 T m~1.

L'interazione del momento magnetico di spin elettronico con il campo B determina
la biforcazione del fascio: calcolare la distanza tra i due rami del fascio nel punto in cui
fuoriescono dal magnete.

Problema 34

In un esperimento alla Stern-Gerlach un fascio di atomi di argento preparati nel loro stato
fondamentale & collimato perpendicolarmente ad un campo magnetico non omogeneo
diretto lungo l'asse z. Il gradiente di campo magnetico lungo la direzione normale al
fascio incidente & dB,/dz = 10> Tm~!. Nella direzione di propagazione del fascio
atomico il campo magnetico si estende per una lunghezza /; = 4 cm, mentre il rivelatore
di particelle & posto ad una distanza [ = 10 cm dal magnete.

Calcolare la componente ., del momento magnetico atomico nella direzione del campo
magnetico, sapendo che lo splitting del fascio sul rivelatore & di d = 2 mm; la velocita
degli atomi ¢ v = 500 m s~ 1.

[Si ricorda che la massa degli atomi di argento ¢ M = 1.79 - 10~2 kg]

Problema 35

Un atomo di idrogeno & posto in campo di induzione magnetica B uniforme di intensita
parialT.

1. Determinare le energie del livello n = 2 in presenza di B.
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2. Calcolare la degenerazione di ciascun livello.

3. Dire in che regione dello spettro ricade il fotone emissibile con la massima energia
in presenza del campo.

Problema 36

Si considerino gli atomi idrogenoidicon Z = 1,2, 3 in approssimazione di massa nucleare
infinita.

1. Calcolare 'energia di stato fondamentale.

2. Individuare lo stato quantico per ciascun atomo tale che la sua energia di ionizza-
zione sia pari a Ejonizzazione = —13.6 €V.

Problema 37

Lo spettro ottico dell’idrogeno mostra nel visibile una spiccata linea di emissione rossa.
Determinarne la lunghezza d’onda del fotone emesso e il numero di sottolivelli nei quali
la linea si risolve con uno strumento di adeguata risoluzione.

Problema 38

Stimare la correzione percentuale alle energie degli stati stazionari di H, He™ e Li* "
dovuta agli effetti di massa nucleare finita.

Problema 39

1 mole di He in transizione n = 2 — n = 1 & racchiusa in un recipiente cubico,
completamente trasparente ai fotoni emessi e mantenuto in condizioni STP (pressione 1
bar, temperatura 0 °C). La radiazione emessa viene analizzata mediante un reticolo di
diffrazione di lunghezza L = 1 cm. Gli atomi sono soggetti ad un campo elettrostatico
di 3kV m~L. Tralasciando le correzioni di struttura fine, determinare:

1. laregione dello spettro elettromagnetico in cui ricade la riga di emissione osservata;
2. il numero di transizioni osservate;

3. una stima del numero minimo di fenditure del reticolo per risolvere i sottolivelli;
4. una stima della distanza d tra le fenditure del reticolo.

Commentare, dal punto di vista fisico, il risultato ottenuto al punto (4).

Problema 40

Il sistema descritto nel Problema 39 viene nuovamente analizzato stavolta in presenza di
un campo puramente magnetostatico, prodotto mediante un solenoide. L'avvolgimento
& costituito da fili di rame di spessore 1.50 mm. Determinare:
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1. ilnumero e le energie di tutte le transizioni n = 2 — n = 1 considerando, in questo
caso, le correzioni di struttura fine;

2. unastima dellaminima potenza elettrica necessaria per risolvere la riga di emissione
n =2 — n = 1 con uno strumento che ha potere risolutivo di 5.8 - 10~.

Problema 41

Determinare se, per il sistema discusso nel Problema 40, l'allargamento delle linee
spettrali considerate dovuto all’agitazione termica ne pregiudica 1'osservazione con la
strumentazione avente le specifiche dichiarate nel Problema 39.

Problema 42

Si consideri uno ione litio Li?*. Determinare

1. la lunghezza d’onda del fotone emesso nella transizione n = 6 — n = 5 in
approssimazione di massa nucleare infinita;

2. l'entita della correzione per massa nucleare finita;

3. il numero di transizioni n = 2 — n = 1 che si osservano in presenza di un campo
elettrostatico di intensita paria 1kV m~!.

Problema 43

Uno ione litio con carica totale 4-2 € posto in un campo di induzione magnetica uniforme
e di intensita 0.15 T. Trascurando i contributi di spin, stabilire

1. l'energia del fotone emesso nella transizione n = 3 — n = 2 in assenza di campo e
in approssimazione di massa nucleare infinita;

2. il numero totale di linee in cui si risolve la transizione precedentemente impertur-
bata in presenza del campo;

3. il valore che il campo dovrebbe assumere affinché 1’apertura massima dei sottolivelli
che si generano da n = 3 sia pari a 25 meV;

4. se non si ignorassero gli effetti dello spin, quale effetto si manifesterebbe con il
valore del campo trovato al punto 3?

Problema 44

Si consideri lo ione He; per il quale si chiede

1. di determinare quale transizione elettronica tra i livellin = 2 e n = 1 & di dipolo
elettrico;

2. di calcolare la sua energia di ionizzazione;

3. di calcolare la separazione in energia Ae tra i due sottolivelli adiacenti in cui si
risolve il livello 2 2Pz, per effetto Zeeman anomalo in presenza di un campo di
induzione magnetica B, = 3 T.
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Problema 45

Si consideri un atomo di idrogeno. Determinare

1. in quale regione dello spettro elettromagnetico (infrarosso, visibile, ultravioletto,
...) € emesso il fotone associato alla transizionen =5 — n = 4;

2. il numero di sottolivelli cui si risolve il livello 125, /2 per effetto Zeeman anomalo
in presenza di un campo di induzione di 0.5 T e la loro separazione in energia (da
esprimere in unita eV);

3. il modulo del campo elettrostatico che deve essere applicato affinché 1’atomo ac-
quisti un momento di dipolo elettrico pari a 1072 ¢ - A (dove e indica la carica
dell’elettrone).

Problema 46

Si consideri un atomo di idrogeno in approssimazione di massa nucleare infinita. Deter-
minare:

1. la lunghezza d’onda del fotone emesso nella transizione n = 2 — n = 1, espressa
in nm;

2. il numero N di sotto-transizioni in cui si risolve la transizione n = 2 — n = 1 per
effetto Zeeman anomalo;

3. l'apertura del livello n = 2 per effetto spin-orbita, espressa in meV, ricordando che
il valore di aspettazione della costante di accoppiamento spin orbita si scrive:

74e2 1

(g(r)) = smemzc2al w3l(I+1/2)(1+1)

Problema 47

Si consideri un atomo di berillio (Z = 4) tre volte ionizzato. Determinare

1. il livello finale sul quale si porta un elettrone inizialmente in n = 1 se I’atomo ha
assorbito un fotone con A = 51 nm;

2. il numero N di sotto-transizioni in cui si risolve n = 2 — n = 1 per effetto
Paschen-Back in presenza di un campo di induzione magnetica di 1 kT;

3. I'entita della correzione all’energia dello stato n = 1 dovuta alla struttura fine,
espressa in eV

Problema 48

Si consideri un atomo di idrogeno. Determinare

1. I'energia ¢ e la lunghezza d’onda A del fotone emesso nella transizione dallo stato
n =5 allo stato n = 4, espresse rispettivamente in eV e nm;
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2. il numero N di sottolivelli in cui si dividono i due stati con n = 2, = 1 per
effetto Zeeman in presenza di un campo di induzione magnetica di 10 T e la loro
separazione in energia;

3. ilmomento di dipolo elettrico acquistato per effetto Stark dall’atomo quando, posto
nel suo stato fondamentale, € soggetto all’azione di un campo elettrostatico di
intensita paria 10 kV m~'.

Problema 49

Un ione Li** & posto in un campo di induzione magnetica B uniforme e molto forte
(intensita 15 T). Calcolare:

1. l'energia del fotone emesso nella transizione n = 3 — n = 2 in assenza di campo e
in approssimazione di massa nucleare infinita;

2. l’energia di spin-orbita relativa al livello 2p dovuta all’azione del campo (effetto
Paschen-Back);

3. usando il modello vettoriale, tracciare un grafico qualitativo che mostri come il
momento angolare orbitale L e quello di spin S precedono attorno al campo B.

Problema 50

Si consideri I'atomo idrogenoide Li* immerso in un campo di induzione magnetica B,
uniforme e costante nel tempo. Determinare

1. I'energia ¢ (in unita eV) e la lunghezza d’onda A (in unita nm) del fotone emesso
nella transizione dallo stato n = 2 allo stato # = 1 quando B = 0;

2. il numero di sottotransizioni N in cui si divide la transizione di dipolo elettrico
n =2 — n = 1 per effetto Zeeman anomalo, disegnando lo schema dei livelli
energetici in presenza e in assenza di campo B;

3. l’entita del campo B (espresso in unita T) agente sull’atomo sapendo che l'apertura
dellivellon =1 éparia A = 0.12 meV.

Problema 51

Spiegare perché l'effetto Stark e detto quadratico per lo stato fondamentale dell'idrogeno
mentre & detto lineare per gli stati con n > 1.

Problema 52

Spiegare cos’é il magnetone di Bohr.

Problema 53

Spiegare, ricavando tutte le informazioni possibili, il significato delle seguenti notazioni,
riferite ad un atomo idrogenoide: 3251/2, 72P3/2, 32P1/2, 32D5/2, 1255/2, 72D5/2, 22D1/2.
Indicare, infine, quale tra questi stati € fisicamente vietato.
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Problema 54

Un atomo di idrogeno si trova sulla retta individuata da una carica positiva +e e una
carica negativa —e, che distano tra loro 1.265 nm. Assumendo che entrambe le cariche
siano equidistanti dall’atomo di idrogeno, trovare l’entita dell’effetto Stark per lo stato
s.

N

Problema 55

Quanto deve valere il modulo del campo elettrostatico perturbante E agente sull’atomo
idrogenoide He, affinché la separazione tra le righe dello stato 2s sia pari a 3 kgT ?
Calcolare per una generica temperatura T e, successivamente, il valore numerico nei casi
T; =300Ke T, = 1200 K.

Problema 56

Usando il valore del campo elettrostatico calcolato nel Problema 55 per T, dire quanto
varrebbe lo shift del livello 1s di un atomo di idrogeno neutro sotto I'azione di un tale
campo e se il risultato dipende dalla temperatura.

Problema 57

In quanti sottolivelli si risolve la terza riga di Balmer per effetto delle correzioni di
struttura fine? Quanto vale la differenza di energia tra il sottolivello meno energetico e
quello pitt energetico?

Problema 58

Un solenoide con n = 1000 avvolgimenti per centimetro & percorso da una corrente di
intensita 800 mA.
Se un atomo di idrogeno neutro si trova all'interno del solenoide

1. il campo di induzione magnetica da effetto Zeeman anomalo o Paschen-Back?

2. in quanti sottolivelli si risolve lo stato n = 3? Quanto vale I'apertura massima di
ciascun sottolivello ?

3. come cambia la risposta se la corrente & di 10 A e il numero di avvolgimenti per
unita di lunghezza & 2000/cm?

Problema 59

Qual’e il valore di aspettazione della costante di accoppiamento spin-orbita in un atomo
di idrogeno per n = 3? Quanti distinti valori puo assumere? Confrontare il valore
trovato con quello relativo allo stato fondamentale.
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2.1.2 Soluzioni

‘ Soluzione del Problema 32 ‘

1. Calcoliamo preliminarmente l'intensita del campo di induzione magnetica B agente
sul dipolo

B = (0.02+0.0115-8.0) T = 0.756 T 2.1)

Indicando con T il momento torcente che si esercita sull’atomo, con p il suo mo-
mento magnetico e 6 'angolo formato da y# con B, il modulo del momente torcente
si scrivera come

T=|t|=|uxB|=puBsin(h) =1.34-10722 Am?-0.756 T - sin(40°) =

(2.2)
=651-100% Nm

2. La forza agente su un dipolo magnetico immerso in un campo di induzione
magnetica non uniforme & invece data da

F=-V(—u-B) (2.3)
che nel caso specifico si riduce a
oB A
= 24
F P cos(0)k (24)

I modulo della forza agente sul dipolo magnetico & invece dato da

F=u 98 =1.34-1003 Am?-0.023-8.0 Tem ™! cos(40°) =
0z z=8.0 cm (2.5)

=1.89-107%2N

3. Il lavoro L necessario per 'allineamento si ottiene infine come differenza tra l'ener-
gia a 0 = 40° con l’energia in caso di § = 0°
L=—puB(cos(40°) —1) = —1.34-1072 Am?-0.756 T- (0.766 — 1) =

(2.6)
=237-107%7=148-10""eV

4. La differenza di energia ottenuta ci permette di concludere che si tratta di un
momento magnetico di spin.

Soluzione del Problema 33

Osserviamo preliminarmente che ciascun atomo é caratterizzato da un momento di
dipolo magnetico dovuto allo spin pari a

p= (M) msh 2.7)



64  Capitolo 2. Fisica degli atomi

dove up € il magnetone di Bohr, gg e il fattore giromagnetico dell’elettrone (~ 2) e
ms = £1/2.

In presenza di un campo di induzione magnetica non uniforme, un momento di
dipolo magnetico p sperimenta una forza F pari a

F=V(u-B) 2.8)

Nel caso in esame, la forza agente si riduce quindia F = (0,0, ;) con

_ . (8skB _
F.=x ( Y ) msh = £xup (2.9)
La cinematica del moto e quindi descritta dal set di equazioni
x(t) = vt
1FE, (2.10)
z(t) = zm—Ht

dove my denota la massa di ciascun atomo di idrogeno.

Listante di tempo f; nel quale le componenti del fascio emergono dal dispositivo
si ricava dalla prima equazione, imponendo x(t;) = Ly. Sostituendo nella seconda
equazione tale valore, si trova l'elevazione z(f¢) di ciascun ramo al momento dell’uscita
dal dispositivo

1E (L\*_  1xpg (Ly\?
P) = = e = 2.11
Z(f) ZmH (UQ> ZmH 00 ( )
La distanza tra i due rami, e quindi pari a
2
kpp ( Ly

0=2z(tf)| = — | —=) =3 .

|z(tf)] o (Uo) 3.18 cm (2.12)

‘ Soluzione del Problema 34 ‘

Si consideri I’apparato di Stern e Gerlach rappresentato in Fig. 2.1.
Si ottiene facilmente la componente i, del momento magnetico atomico nella direzione
del campo magnetico e

Mdv?

_ _ 10-24 2
=38,y 1) =932-10%#Am (2.13)

Uz

‘ Soluzione del Problema 35 ‘

1. Il campo di induzione interagisce con il momento di dipolo magnetico orbitale e
di spin dell’elettrone. Si scrive quindi I'energia di interazione come somma di due

contributi

(E) = gLupmB + gsppmsB (2.14)
Nello stato con numero quantico principale n = 2 sono ammissibili i valori [ = 0
el = 11 quali ammettono m; = 0 e m; = 0, %1, rispettivamente. Sostituendo

le combinazioni di numeri quantici simultaneamente ammissibili in Eq. (2.14) si
ottengono i risultati mostrati in Tabella 2.1. Si osserva che si ottengono 5 valori
distinti di energia: +2ugB, ugB e 0.
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dZ rivelatore
A

magnete

direzione

del === - — oo d

fascio

magnete

h la

Figura 2.1: Apparato di Stern e Gerlach.

2. Soloi livelli 2upB hanno entrambi degenerazione 1 mentre tutti gli altri sono due
volte degeneri.

3. Il fotone con la massima energia di emissione si dovrebbe avere nel passaggio dallo
stato (2,1,1, —I—%) allo stato (2,1, -1, —%) La sua energia sarebbe pari a 4ugB e la
sua lunghezza d’onda sarebbe

he

A min = —— = 5. 2.1
" GipB 5.35 mm (2.15)

Una tale radiazione dovrebbe quindi ricadere nello spettro delle microonde (cosi-
detta banda millimetrica, EHF).

Soluzione del Problema 36 ‘

1. In approssimazione di massa nucleare infinita, la massa ridotta corrisponde alla
massa (a riposo) dell’elettrone.

Per tutti gli atomi idrogenoidi (monoelettronici) si applica esattamente il modello
di Bohr che fornisce le energie

4 Z2 ZZ
) = M€ 2 1366V 2.16
822 n2 e (216)

Considerando che lo stato fondamentale corrisponde an =1, si ha
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Tabella 2.1: Risultati ottenuti dal calcolo di Eq. (2.14) per lo stato n = 2 dell’idrogeno in
presenza di un campo B

I my Mg <E>
0 0 +% +upB
0 0 -1 —upB
1 -1 +3 0

1 -1 -3 —2ugB
1 0 +3 +upB
1 0 -3 —ugB
1 1 45 +2ugB
1 1 -3 0

e per Z =1 (H), E\*) = —13.6eV;
e per Z =2 (He"), E\™ = —544¢V;
e per Z =3 (LitT), EI™ = —1224eV.

2. Per verificare ora quale livello energetico abbia energia di ionizzazione pari a 13.6

(o)

eV, é sufficiente imporre E;; ' = —13.6 eV e risolvere 1'equazione
Z2
—13.6eV = —13.6 eVF (2.17)

che fornisce rapidamente le seguenti risposte
eperZ=1H),n=1;
e perZ=2(He"),n=2;
e per Z=3(Li""),n=3.

\ Soluzione del Problema 37 \

La riga rossa nello spettro di emissione dell’idrogeno corrisponde alla prima di riga di
Balmer (transizione n = 3 — n = 2). Il modello atomico di Bohr permette di dare
rapidamente conto dell’energia di tale fotone in assenza di perturbazioni

1 1 5
AE3; =13.6 eV <4 - 9> =36 13.6 eV = 1.89 eV (2.18)
che corrisponde ad una lunghezza d’onda di
hc
A3p = AEss 655 nm (2.19)

La correzione di struttura fine & funzione del numero quantico principale 1 e del momento
angolare totale j e ha la forma

E2 4
AE, = =" (3, n ) (2.20)

- 2mc? j+i
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Tabella 2.2:  Correzioni di struttura fine ottenuti dal calcolo di Eq. (2.20) per lo stato

n =2en = 3 dell'idrogeno

n I j AE,;(10°eV)
2 0 1/2 -5.66
2 1 3/2 -1.13
3 0 1/2 -2.01
3 1 3/2 -0.67
3 2 5/2 -0.22

Tabella 2.3: Correzioni alle energie di transizionen = 3 — n = 2 per lostaton = 2 e

n = 3 dell’idrogeno con correzione di struttura fine

i Jf AE3(ijr)(neV)

1/2 3/2 -8.80
3/2 3/2 4.61
5/2 3/2 9.08
1/2 1/2 36.45
3/2 1/2 49.86
5/2 1/2 54.33

Considerando che per n = 2 i valori ammissibili di / sono 0 e 1 mentre per n = 3 si ha

I =0,1,2sihacheil livello n = 2 si suddivide, per effetto delle perturbazioni che danno

la struttura fine, in due sottolivelli, mentre il livello n = 3 da luogo a tre sottolivelli.
Sostituendo i valori ammissibili di # e j in Eq. (2.20) si ottengono i risultati elencati in

Tabella 2.2.

Utilizzando tali valori & possibile ricavare le correzioni delle energie per le risultati 6

transizioni tra n = 3 e n = 2 che assumono la forma
AEz_g(ji,jf) = AE3,]-I. - AEz,jf

Si riassumono per chiarezza di esposizione i risultati numerici in Tabella 2.3

Soluzione del Problema 38 ‘

(e0)

Confrontando le energie E;,; ’ in approssimazione di massa nucleare infinita

mpet 72
8e3h? n?

EW) =

con le energie calcolate con la massa ridotta y del sistema a due corpi

o pet 72
8e§h2 n2

En:

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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si dimostra che
]f” -7 (2.24)
Enoo) Mme

Scrivendo la massa nucleare m in termini di prodotto tra la massa atomica relativa M e
I'unita di massa atomica 1.66054 - 10~ % kg = 1822.89 m,, si ha

En 1 memy  1828M 1 225
E1(1°°) meme+my 1+1822.89M 14+ 1822?29M
la differenza relativa (d.r.) vale quindi
E, — E\ 1 1
@ ) T1r 1 T T iiismoom (2.26)
Ey 1+ momom + 1oz

e per l'idrogeno, com M = 1.00794, la d.r. & di —5.44 - 10~% (-0.0544%)
e per He™, con M = 4.002602,1a d.r. & di —1.37 - 10~* (-0.0137%)
e per Lit", con M = 6.941,1ad.r. ¢ di —0.79 - 10~* (-0.0079%)

Si osserva che al crescere della massa nucleare, la d.r. si riduce e ’approssimazione di
massa nucleare infinita diventa quindi sempre pitt accurata.

Soluzione del Problema 39

1. Si calcola anzitutto 1’entita dell’effetto Stark sulla riga di emissione considerata.

L'energia della transizione, a sistema imperturbato, si ricava con il modello di Bohr,
poiché l'elio ionizzato una volta € isoelettronico all’idrogeno

1
Eyq = (13.6 V) Z2 (1 - 4) =408 eV (2.27)

La lunghezza d’onda é quindi pari a

he 1240 eV -™m

Mi=—=""—"_""2-230 2.28

217 Eyy 408 eV nm 228)
La radiazione emessa si colloca dunque nell’ultravioletto estremo.

2. La presenza del campo elettrostatico introduce sul sistema una perturbazione che
da luogo all’effetto Stark. Le conseguenze sui livelli coinvolti dipendono dal loro
numero quantico principale, infatti

e il livello n = 1 sperimenta solo una traslazione di entita pari a

_ 9 ap\3 o
N ) (f) E (2.29)
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e illivello n = 2 sisuddivide in tre sottolivelli, il primo con energia pari a quella
dello stato imperturbato, il secondo e il terzo disposti simmetricamente al di
sopra e al di sotto del primo a una distanza pari a

AE, = 3e”§° E (2.30)

Con uno strumento di sufficiente risoluzione si potrebbe quindi evidenziare che la
transizione n = 2 — n = 1 si compone di tre sottolivelli.

. Sostituendo i valori numerici dati nel testo, si possono calcolare le correzioni per
ciascun livello

1n-10 3
AE, = —%(8.98% 10° N m? C2)~1 (0‘529;0”‘> (3kVm1)2
=417-107%]
=260-10"10 eV (2.31)
1010
AE, = 3. %.3.10%\/:2.38-10*%\/

La correzione sul livello 1s & palesemente trascurabile rispetto a quella da apportare
al livello n = 2.

. Si calcola la separazione AA che separa le tre energie di transizione

N 1 ke AE;\ he AE,
T \En B tAE)  EntAEB \Eyn)  E (1+ AE1) \ By
’ ’ , ’ 2,11+ oy ) 2,1

(2.32)
Se si pone
AE;
—= =€ 2.33)
Exq (
si puo scrivere
he € he 5
= = e+4o0(e (2.34)
Exi(1+e€)  Ep )
~——
Ao
da cui si trova si ricava AL
L ~e=58-10""° (2.35)
Ao

Poiché il potere risolutivo R di un reticolo di diffrazione con N fenditure & dato da

A
R=1r=mN m=172,... (2.36)

dove m é I'ordine del massimo considerato, si ha che

_1.7-108
. om

N m=1,2,... (2.37)
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Tabella 2.4: Correzioni di struttura fine ottenuti dal calcolo di Eq. (2.41) per lo stato
n =1en = 2del catione He,

n I j AE,;(10%eV)

1 0 1/2 -7.24
2 0 1/2 -9.05
2 1 3/2 -1.81

Si osserva che il numero minimo di fenditure richiesto a) non dipende dal passo
d del reticolo, b) non dipende dalla larghezza a delle fenditure e ¢) diminuisce al
crescere del massimo m analizzato.

Tuttavia, giova tenere a mente che la larghezza delle fenditure genera diffrazione,
che abbatte I'intensita dei massimi (di interferenza) osservabili: per questo motivo,
generalmente il massimo valore di m al quale ci si puo riferireé m = 3 om = 4.

Inoltre, il passo del reticolo d gioca un ruolo fondamentale nel determinare la
possibilita di risolvere due righe spettrali vicine: infatti, ricordando che il potere
dispersivo é dato da

a1 m
D=_—+=-——F—— 2.38
dA  d cos(6) (2.38)
si evince che la separazione angolare ¢ pari a
dr m
a0 = — ——— 2.
d cos(6y) 239)

cosicché per ottenere una buona separazione angolare occorre che si abbia un valore
di d sufficientemente piccolo.

11 passo reticolare d si ricava, nota la lunghezza del reticolo e il numero di righe
necessarie, come
— — -1
d= 1718 ™= (5.8-107" m)-m (2.40)
1l passo reticolare & quindi dell’ordine di 0.6 - 1071 m: ci si trova dunque ad avere
a che fare con separazioni dell’ordine del raggio di Bohr.

Soluzione del Problema 40

Prima di considerare la perturbazione indotta dalla presenza del campo magnetostatico,
si procede al calcolo delle correzioni di struttura fine. Esse assumono la forma generale

4720°E 4
AE,; = n%"z < " —3) (2.41)

Tenendo conto dei possibili valori simultaneamente possibili di #,[,] si ottengono le
correzioni riportate in Tabella 2.4.
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Tabella 2.5: Correzioni per 'effetto Zeeman anomalo ottenute dal calcolo di Eq. (2.42)
perlostato n = 1 e n = 2 del catione He}

livello j I s g m;  Emag(pypB)
125, 1/2 0 1/2 2 -1/2 -1

1 252 12 0 1/2 2  +1/2 11

2 ZP% 1/2 1 1/2 2/3 -1/2 -1/3

2 ZP% 1/2 1 1/2 2/3 +1/2 +1/3

2 ZP% 3/2 1 1/2 4/3 -3/2 2

2 2P% 3/2 1 1/2 4/3 -1/2 2/3
22p;  3/2 1 1/2 4/3 +1/2 +2/3

2 2P§ 3/2 1 1/2 4/3 +3/2 2

Si osserva che il livello 1 2S; viene semplicemente traslato, mentre il livello n = 2 si
2
suddivide in due sottolivelli, 2 2P% e?2 ZP%.

Si considera ora 'azione del campo magnetostatico esterno. Esso da luogo alla mani-
festazione dell’effetto Zeeman anomalo, che provvede a rimuovere la degenerazione dei
sottolivelli 12S1,22P; e 2 ZP%. Ciascun sottolivello subira una perturbazione pari a

2 2

Emag = yBg]m]B (2.42)

dove yp € il magnetone di Bohr mentre g; il fattore g di Landé che dipende dal numero
quantico /, dal momento angolare totale j e dallo spin s

jG+1)—1(1+1)+s(s+1)
2j(j+1)

gi=1+ (2.43)

Si mostrano in Tabella 2.5 i risultati numerici che si ottengono dal calcolo esplicito di
Eq. (2.42) in unita di upB.

Si vede quindi che il numero di transizioni n = 2 — n = 1 quando si manifesta
l'effetto Zeeman anomalo € pari a 12.

La coppia di transizioni n = 2 — n = 1 che presentano la minima AA e quella che ha
come stati iniziali i livelli scaturenti dalla separazione di 2 ZP% .

Si ha quindi, indicando con Ej I'energia dello stato 2 2P% (13.6 eV)

A)t—hCAE—A()(

2
— =2 ZygB 2.44
EO EO EO #B ) ( )

3

Imponendo ora, denotata con R la risoluzione strumentale

2SR (2.45)
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si ottiene un limite inferiore per il campo di induzione magnetica

ZyBB
282 SR
3 Ey —
B> 3E)R
2“L£B

Dall’espressione del campo di induzione magnetica all’interno di un solenoide si ricava
I'intensita di corrente necessaria, posto 7 il numero di spire per unita di lunghezza,
B

i=— 2.47
npo ( )

(2.46)

=2041-107°3T

La potenza necessaria sara quella che viene dissipata per effetto Joule lungo l'intera
lunghezza I del filo di rame impiegato, avente sezione ©

B? ! B?

P=Ri*=R =p=
n? g Zn?pg

(2.48)

A questo punto,

1. la lunghezza del filo I & data dal numero totale di spire N per la lunghezza di
ciascuna singola spira, che avra un diametro D pari almeno alla diagonale della
faccia quadrata del cubo che contiene il gas. La lunghezza del solenoide dovra
essere al minimo pari all’altezza h del contenitore cubico. Inoltre, in condizioni
STP, la legge di Avogadro assicura che 1 mol di elio occupa 22.4L quindi

|=N-7D =n-n1v2(224-10° cm®)? = (41.15 em?) - n (2.49)

2. sideduce, dalla geometria elementare, che il numero di spire per unita di lunghezza
corrisponde numericamente all'inverso della separazione tra due spire contigue.
Poiché lo spessore dei fili & di 1.50 mm, la separazione minima & esattamente 1.50
mm e dunque si trova n = 6.67 cm !

3. dallo spessore si ricava che la sezione dovra essere 1.77 - 1072 cm?

4. si puod verificare che in letteratura la resistivita del rame p & paria 1.68 - 107% Q cm

Sostituendo tutti i valori numerici si ha finalmente
1 B?
P = 0—— =
PTnrig
) 2 .041-1073T)2 2.50
168105 O cm 4115i:m (2.041-10° T) _ ( )
1.77-1072 ecm? 6.67 cm~—1 - (1.257-10-8 QO s cm—1)?2

=15.44-10°-0.01 uW =0.15W

dove si lascia al lettore la verifica che

(1T)?- (1cm)*

5T = 001w (2.51)
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\ Soluzione del Problema 41

L'allargamento puo essere stimato mediante il principio di indeterminazione

h
AE > — 2.52
> L (252)
dove At ¢ rappresentato, nel caso in oggetto, dal tempo di volo medio dell’atomo di elio,
che si scrive come

% ={(v)o (2.53)

dove ( e la densita numerica di atomi, (v) la velocitd media dell’atomo e ¢ la sezione
d’urto.

La densita numerica, ovvero il numero di atomi N per unita di volume V/, ¢ ricavabile
dalla legge dei gas perfetti, alla quale 'elio ben si adegua in condizioni STP

N nNga  Nap p

mentre la velocita media, secondo la teoria cinetica, & data

(o) = \/?”‘TBT (2.55)

con m denotando la massa dell’atomo. Si assume, infine, come sezione d’urto ¢

ap

o= (f)z (2.56)

Si ottiene quindi

2 5 . .10-1032
1_ /3 paj __136. 10° - (0.529-10~ ) : s1—76.107 51
T 4 (mkgT)2 (6.64-10727-1.38-10-23 - 273.15)2
(2.57)
quindi 'allargamento delle righe & dell’ordine di
AE ~4136-10"%eV-5-76-10" s =3.14-1077 eV (2.58)

E immediato dimostrare (lo studente lo faccia) che sussiste, per piccoli scostamenti,
l'identita

AE AA

—|=— 2.59

E=5 (259)
Nel caso considerato, siha 45 = 2.3-10~8. Poiché esso & maggiore del potere risolutivo R,
non ci si aspetta che 1’agitazione termica renda impossibile I'osservazione dei sottolivelli.
E tuttavia istruttivo osservare come l'effetto di agitazione termica non sia, pero, troppo
lontano dal causare dei potenziali problemi. Si lascia allo studente la verifica che I'entita
dell’allargamento viene fortemente depressa se il gas viene rarefatto (per tale motivo
l'effetto viene spesso denominato pressure broadening).
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Soluzione del Problema 42 \

1. Poiché il litio (Z = 3) ha 3 protoni, quando esso & isolettronico all’idrogeno ha
carica totale +2. Esaminando il processo mediante il modello dell’atomo di Bohr,
I'energia dello stato con numero quantico principale # in approssimazione di massa
nucleare infinita ¢ data da

4 72 2
(o) Mmee™ 27 Z=  1224eV
da cui si ricava che 'energia del fotone emesso
1224 1224
AE=|——————) eV=14%eV 2.61
( 25 36 ) ¢ ¢ (2.61)

e dunque A = % = 828.77 nm.

2. Trattando il sistema in approssimazione di massa nucleare finita, la Eq. (2.60) si
modifica in

4 2
Z
El) — __He 2 2.62
" 8e3h2 n? (262)
dove y, la massa ridotta del sistema, & pari a
_ Mpycleo " Me 6941 um.a.-5486-10"* uma.
B iudeo + e 6941 um.a. + 5486 - 10~4 um.a. (2.63)

~ 5.486-10"* um.a. = m,
La correzione & dunque del tutto trascurabile.

3. In presenza di un campo elettrostatico si manifesta sull’atomo idrogenoide I'effetto
Stark che ha come conseguenza (i) la traslazione del livello fondamentale e (ii)
la risoluzione del primo stato stato eccitato in 3 righe. Quindi si manifestano 3
sottolivelli.

Soluzione del Problema 43

1. Perloionelitio con carica +2, 'energia della transizione in assenza di perturbazione
si puo calcolare mediante il modello di Bohr come

1 1
AE =1224¢eV - <4 - 9> =17eV (2.64)

2. Il campo di induzione magnetica ha una bassa intensita: ignorando, per ipotesi,
gli effetti di spin, si manifesta quindi l'effetto Zeeman normale che provoca una
correzione dell’energia dell’autostato imperturbato pari a

(Emag) = SLMBB2m; (2.65)

Per lo stato n = 3 i valori possibili di m; sono 5 (£2, £1, 0), per lo stato n = 2 sono
3 (£1, 0): pertanto si possono avere 15 sottotransizioni.
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3. L'apertura massima dei sottolivelli che si generano dan = 3 e paria A = 4g upB.:
quindi il campo deve assumere intensita
B — A 0.025 eV
T 4gup  4-57884-100eV-T

=108 T (2.66)

4. Conuncampo di 108 T, considerando gli effetti di spin si manifesterebbe certamente
l'effetto Paschen-Back.

Soluzione del Problema 44

1. La transizione puo avvenire per dipolo elettrico, obbedendo alla regola di selezione
Al =1, solo se gli orbitali interessati sono 1s e 2p;

2. He, ¢ isoelettronico all'idrogeno con carica nucleare Z = 2 e massa ridotta y pari

a
= i4— ! 71*m 1+; 71*099986111 ~ m, (2.67)
P= e " duma) ~ ™\ T ais22ss849) T ¢ = e 15
e pertanto si calcola 'energia di ionizzazione come
Z%e* 1
E ionigation = —E(ue1) = g —— — 544227724 eV (2.68)
8eh? (n) P

3. Calcoliamo preliminarmente il fattore di Lande g; per il livello 2 2P3 5, nel quale,
la notazione spettroscopica lo rende noto, j =3/2,/ =1les=1/2

35 13
35 2413 4
Qap=1+2—22 = (2.69)

Pertanto, in presenza di un campo di induzione magnetica B, = 3 T, la separazione
tra due sottolivelli dovuti all’effetto Zeeman anomalo e pari a

Ae = % ugB. = 0.231535 meV (2.70)

Soluzione del Problema 45

1. L'autostato di energia corrispondente al numero quantico principale 7 ha energia

E, = % (2.71)
Pertanto 9
Es —E4 = 100 13.6 eV = 0.306 eV (2.72)
La lunghezza d’onda associata risulta pari a
As_y4 = _he 4.052 ym (2.73)
(Es — E4)

Si tratta quindi di radiazione infrarossa.
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2. Lentita dello splitting per effetto Zeeman anomalo ¢ dato da

Emag = ]/lBng]BZ (2.74)

Per il livello 12S;/, si ha j = 1/2 e, pertanto, m; = £1/2. Ne consegue che tale
livello imperturbato ¢ risolto in due sottolivelli, separati in energia dalla quantita
AE = pupg;jB; 1l fattore-g di Landé risulta pari a

3/4+3/4
12 =1+ 3, - 2 (2.75)

e quindi si ottiene una separazione energetica tra i due sottolivelli pari a

AE = 2ugB, = 5.788 -107° eV (2.76)

. Il momento di dipolo elettrico indotto sullo stato 1s e pari a

dis = ;(47160)118]52 (2.77)

elec

pertanto

1 N 2.1.60217663 - 10~22.10~10 C
= L (24 ) = 598755 10° m® =
4reg \ 9a3 9-(5.291772109 - 10-11)3 m3

=2159-108 Vm™!
(2.78)

Soluzione del Problema 46 \

1. Per un atomo di idrogeno, I’energia corrispondente al numero quantico principale

n vale

m€e4 1
2

Ev= ~gean

1
= —136eV 5 (2.79)

e, pertanto, la transizione proposta comporta una perdita di energia da parte
dell’atomo pari a

Ey—E = Z -13.6eV =102 eV (2.80)
tramite la quale si calcola immediatamente la lunghezza d’onda del fotone emesso

hc

. Leffetto Zeeman anomalo determina la suddivisione dei livelli 12 Sy /5, 22 S5 e

22 P3, rispettivamente in 2, 2 e 4 sottolivelli. Pertanto la transizione imperturbata
n =2 — n =1 si suddivide in 12 sottotransizioni perché si hanno 6 possibili stati
di partenza e 2 possibili stati di arrivo.
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L'unico stato con n = 2 interessato da spin-orbita & ovviamente solo lo stato P,
quello cioe per cui / = 1. Poiché I’energia di interazione spin-orbita si scrive come

2
Fso = o (CONG+1) = +1) =s(s +1)] 282

possiamo calcolare

perj=3/2 Es = %h2<§(r)>

(2.83)
perj=1/2 Es = —h2<€(1’)>
e l'apertura é pari alla differenza tra i suddetti valori
A= %h2<(§(r)> = 0.045 meV (2.84)

Soluzione del Problema 47 ‘

1. Nel caso di un atomo idrogenoide con carica nucleare Z, 1'energia dell’autostato
n-esimo & dato dalla formula

1

E, = —Z%*(13.6 eV)ﬁ (2.85)
Pertanto, ricordando la relazione che lega l’energia E di un fotone alla sua lunghezza

d’onda A, E = hc/ A, siricava

AE = (—13.6 eV) Z2 (1112 - 1) = % (2.86)
f

Sostituendo i valori Z = 4 e A = 51.2 nm si ricava immediatamente n = 3

2. Se lelettrone si trova nel livello 2s del catione Be®*, allora il momento angolare
totale | corrisponde con S, poiché L = 0. Pertanto il contributo all’energia dovuto
alla perturbazione introdotta dal campo di induzione si scrive come

E mag = pp(my + 2ms)B; = +upB; (2.87)
da cui si vede immediatamente che il numero N di sottolivelli ¢ N = 2

3. Lentita della correzione all’energia dello stato n = 1 dovuta alla struttura fine e
data da: ) 9a »
AE:mcaZ i_](]#—l)—'s(‘s—l—l)—l(l#-l) (2.88)
2n3 4n 2j(j+1)n?
dove m & la massa ridotta dell’elettrone e del nucleo, « & la costante di struttura fine,
j ¢ilmomento angolare totale dell’elettrone e del nucleo, s € lo spin dell’elettrone, I &
il momento angolare orbitale dell’elettrone e n & il numero quantico principale. Per
I'atomo idrogenoide con Z = 3en = 1, abbiamo j = %, s = % el = 0. Sostituendo i
valori numerici, si ottiene immediatamente che I'entita della correzione all’energia
dello stato n = 1 dovuta alla struttura fine & di 2.46 eV.
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Soluzione del Problema 48

1. L'energia del fotone emesso nella transizionen =5 — n =4 & pari a

4
_ mee 1 1y
£ = 8egh2 (16 25) = 0.306 eV (2.89)

la lunghezza d’onda A corrispondente € A = hc/e = 4041.51 nm

2. Sen = 2,1 =1, si hanno due possibili stati, rispettivamente con momento angolare

totalej =1/2ej=3/2.

(a) Nelcasoj = 1/2il numero di valori che m i puo assumere & 2, quindi si hanno
due sottolivelli. Poiché il fattore g & pari a

jGi+1)—1(I+1)+s(s+1)
2j(j+1)

si ha quindi una separazione tra sottolivelli pari 2ugB;/3 = 0.385 meV.

g12=1+ =2/3 (2.90)

(b) Nel caso j = 3/2 il numero di valori che m; pu6 assumere ¢ 4, quindi si hanno
quattro sottolivelli. Poiché in questo casoil fattore g & paria4/3, la separazione
é paria4ugB,;/3 = 0.77 meV.

3. Trattando perturbativamente l'effetto Stark, si dimostra che 1’atomo acquista mo-

mento di dipolo elettrico pari a

dls . = 18mepadE, = 7421077 C-m (2.91)

elec

Soluzione del Problema 49 \

1. Lenergia della transizione in assenza di campo si puo calcolare mediante il modello

di Bohr come

AE =1224 eV - (i - ;) =17eV (2.92)

2. Lo stato 2p ha numeri quantici n = 2,/ = 1 mentre s = 1/2. Pertanto la variazione

AE"® in energia del livello per effetto Paschen-Back si calcola come

AEP® = (Z(r)\ W2 mym (2.93)
dove ¢(r), la costante di accoppiamento spin-orbita, & data da
1 Z4e? 1
= =3523-10% kg 'm? (2.94
(€) 2m32c? (47‘[60118) n3l(1+1/2)(14+1) 3523107 kg m (2.94)

I possibili valori di m; sono %1, 0 e quelli di ms = £1/2: quindi 1'unica variazione
non nulla é quella che corrisponde a m; = £1 e ms = 1/2 che in modulo si calcola
paria

|AEPB| = (&(r))W?myms = 2.44 meV-1-1/2 =122 meV (2.95)

. Per la risoluzione di questo punto, & sufficiente disegnare i vettori L e S e chiarire

che essi precedono indipendentemente attorno a B.



2.1. Atomi idrogenoidi 79

Soluzione del Problema 50 \

1. L'atomo ¢ isoelettronico all’idrogeno, ma con Z = 3. Pertanto si puo applicare il
modello di Bohr per calcolare 1'energia del fotone emesso nella transizione n =
2 —+n=1esiha
Z%mee

el

la lunghezza d’onda A corrispondente € A = hc/e = 13.5 nm
2. La transizione ¢ di dipolo elettrico, quindi si deve avere Al = 1: poiché il livello di
arrivo non puo che avere I = 0, il livello di partenza deve avere [ = 1. Quindi il

livello di arrivo ha j = 1/2 mentre per il livello di partenza si hanno due possibili
stati, con momento angolare totale j = 1/2 e j = 3/2.

Nel caso j = 1/2 il numero di valori che m; pud assumere € 2, quindi si hanno due
sottolivelli, nel caso j = 3/2, invece, m; puo assumere 4 valori, a ciascuno dei quali
corrisponde un sottolivello.

Si deduce immediatamente che il numero di sottotransizioni ¢ N = 12
3. Poiché il fattore g; di Landé per il livellon =1 & pari a

jG+1)—1(1+1)+s(s+1)

=1+ = =2 (2.97)
/2 2j(j+1)
si ha una separazione tra sottolivelli pari
A =2ugB; = 0.12 meV (2.98)

da cui siricava B, = 1.04 T.

‘ Soluzione del Problema 51 ‘

Leffetto Stark e detto quadratico per lo stato fondamentale dell’idrogeno poiché solo
per esso la correzione all’energia da apportare per tenere conto dell’azione del campo
elettrostatico perturbante contiene il quadrato del modulo del campo elettrico, ovvero

AEP = —Z(4ns0)a8E§ (2.99)

Tale dipendenza ha scaturigine dalla cancellazione della correzione al prim’ordine per
lo stato 1s, spiegabile considerando la parita della funzione d’onda.

Per tutti gli stati eccitati, ovvero con n > 1, tale cancellazione del termine al prim’or-
dine dello sviluppo perturbativo, invece, non si verifica e ne risulta una dipendenza
lineare dell’effetto Stark dal modulo del campo elettrostatico (da cui il nome di effetto
Stark lineare).
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Soluzione del Problema 52

Il magnetone di Bohr & una grandezza fisica, formalmente definita in termini della carica
elementare e, della costante di Planck ridotta 7 e della massa a riposo elettronica .

_eh
T 2m,

pB (2.100)

Ha le dimensioni di un momento di dipolo magnetico e assume il valore di 9.27 -
107711

’ Soluzione del Problema 53

Le notazioni riportate sono dette notazioni spettroscopiche. Descrivono lo stato elettronico
in termini di numeri quantici e assumono la forma generale

n2SH L, (2.101)

dove 7 & il numero quantico principale, S lo spin, L il momento angolare orbitale e | il
momento angolare totale. Tutte le informazioni ricavabili sono riportate in Tabella 2.6.

La notazione corrispondente ad uno stato fisicamente vietato & 12Ss/, perché non
potra mai aversi, in un atomo idrogenoide, momento angolare totale diversoda | = 1/2
nello stato fondamentale (n = 1).

Soluzione del Problema 54 ‘

Se si indica con d = 1.265 nm la distanza tra le due cariche, I’atomo di idrogeno verra a
trovarsi ad una distanza r da ciascuna di esse tale che d = 2r.

Tracciato 1’asse z sulla retta passante per le due cariche, il modulo del campo elettrico
E agente sull’atomo di idrogeno si scrive come

2e

E =FE, = ——
[E| 27T mtegd?

=720-10°Vm™! (2.102)

Tabella 2.6: Informazioni sui numeri quantici ricavabili a partire dalla notazione spet-
troscopica

notazione n L S i

3281/, 3 0 1/2 1/2
72P35 7 1 1/2 3/2
32P; ), 3 1 1/2 1/2
32Ds o 3 2 1/2 5/2
12855 1 0 1/2 5/2
72Ds /o 7 2 1/2 5/2
22Dy » 2 2 1/2 1/2
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Lo stato 2s dell’idrogeno ha numero quantico principale maggiore di 1: si avra quindi
effetto Stark lineare, che rimuove parzialmente la degenerazione del livello n = 2 risol-
vendolo in tre autostati ¢1, ¢» e ¢3, combinazioni lineari dei 4 autostati ¢ con n = 2
dell’atomo di idrogeno imperturbato

$1 = (2)2 (200 — $210)
P2 =P21,41 (2.103)

$3 = (2)_% (200 + P210)

Si ha quindi che lo stato 2s non & piti, in presenza di campo elettrostatico esterno, un
autostato. Si vede, invece, che che gli orbitali 2p con m = %1 restano autostati e hanno
energia invariata. Pertanto, un elettrone inizialmente accomodato su 2s potra trovarsi o
in ¢ 0 in ¢, che sono traslati in energia rispetto al caso imperturbato di un ammontare
Ae paria
Ae = 3eapE, =1.83-107 Y] =1.14eV (2.104)
(0)

Ricordando che nel caso imperturbato 1’energia del secondo livello, ovvero E, ", ¢ data
da

1
EY = —136eV- (22> — —340eV (2.105)

si ha quindi il seguente quadro generale

E(¢p) = —3.40 eV (2.106)

‘ Soluzione del Problema 55 ‘

Per un atomo idrogenoide con carica nucleare Z, la separazione in energia Ae tra le tre
righe in cui si risolve lo stato n = 2 & pari a
a9
Ae = 3e (—) E. (2.107)
V4
Nel caso in esame, poiché Z = 2 e Ae = 3kgT, & immediato ricavare il modulo del campo
elettrostatico per un generico valore di T espresso in Kelvin

2%kgT
E, = e; =1[(326-10%) - T] Vm 1K' (2.108)
0

Procedendo ora alla sostituzione dei valori numerici, si ottiene

E-(1200K) =3.91-10° Vm ™!

2.109
E-(300K) =9.78-10 Vm™! (2.109)
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\ Soluzione del Problema 56 \

Per lo stato 1s si manifesta 'effetto Zeeman quadratico, che determina un abbassamento
dell’energia, rispetto al caso imperturbato, dato da

AE? = —2(47150)513155 (2.110)

Si osserva immediatamente che nessuna delle grandezze coinvolte dipende dalla tem-
peratura: fissato il valore del campo, come richiesto nel testo, a E; = 3.91-10° Vm~! si
ottiene

AE® = —567.1072] = —354 meV (2.111)

\ Soluzione del Problema 57 \

Nell’atomo di idrogeno, la correzione di struttura fine per un livello con numero quantico
principale n e momento angolare totale j ¢ data da

i 1 n 3
njpo_ _ 2 _ =
AE ), = |En|a ” <],+1/2 4> (2.112)
E(nj)

Poiché la terza riga di Balmer & dovuta a transizioni n = 2 <+ n = 5, occorre calcolare le
energie e tutte le correzioni perilivellin =2en = 5.
Il calcolo delle energie imperturbate dei livelli considerati &€ immediato

1 1
E, =—-13.6€eV- i —340eV ; Es=—-13.6¢€V- %= —0.544 eV (2.113)

Per quanto riguarda i valori di j, si ha che

1. lo stato n = 2 ammette | = 0, 1. Pertanto per essosiha j = %, % ;

Si procede quindi al calcolo della funzione Z(1,j) definita in Eq. (2.112) per tutte le
possibili coppie di valori simultaneamente ammissibili, ottenendo

(1 5 _(,3) 1
2(23)=w 2(3)-w
(.1 17 3 7 _ /.5 11
(27N 1 .9\ 1
- <5’2> T 50 T (5’2> ~ 100

Classificando tutti i possibili casi in Tabella 2.7, si evince che per effetto delle correzioni
di struttura fine la terza riga di Balmer risulta essere la somma di 10 transizioni che
avvengono tra 7 sottolivelli.

[1]
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Tabella 2.7: Correzioni di struttura fine ottenuti per gli stati n = 2 e n = 5 dell'idrogeno

n ! j_ En,j)
2 0,1 1/2  5/16
2 1 3/2  1/16
5 01234 1/2 17/100
5 1234 3/2 7/100
5 2,34 5/2  11/300
5 34 7/2  1/50
5 4 9/2  1/100

I1 sottolivello coinvolto nella transizione n = 2 <+ n = 5aminima energiaen = 2,j =
1/2 mentre quello con la massima energia e n = 5,j = 9/2. Le rispettive energie sono

1 5
EZUZ:-45ﬂ<1+a25<12)>::—340ev-<r+znn>::—341ev
P 9 1
E5’9/2 = —|E5| 1 + a2 5, E = —-0544eV- (1 + m = —0.544 eV

Soluzione del Problema 58 \

(2.115)

Il modulo del campo di induzione magnetica B, sperimentato dall’atomo di idrogeno &
paria

B = poni =0.100 T (2.116)
Si puo stimare facilmente che il campo di induzione magnetica atomico € dell’ordine di
12.5T: si osserva quindi che il rapporto tra campo perturbante e campo intrinseco ¢ circa
1"8%o. Si puo quindi assumere di essere in regime di campo debole e si manifesta quindi
l'effetto Zeeman anomalo. Il campo all’interno del solenoide & uniforme e si assume
quindi che I'asse z sia parallelo al campo B, ovvero B = Bk.

Ricordando che in regime di campo debole, in virtit dell’accoppiamento spin-orbita,
si assiste al moto precessionale del momento angolare totale J, si & visto che la correzione
all’energia ¢ pari a

Emag = yngijz (2.117)
dove g ¢ il magnetone di Bohr, g; il fattore-g di Landé

jGi+1)+s(s+1)—1(1+1)
2j(j+1)

g=1+ (2.118)

In un atomo idrogenoide la formula puo essere notevolmente semplificata perchés = 1/2
e j =14 1/2. Pertanto si puo scrivere

1
g =1+ % (2.119)

Lo stato n = 3 ammette tre possibili valoridij, j =1/2,j = 3/2ej = 5/2: costruendo
tutti i fattori di Landé come in Tabella 2.8 si osserva che
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Tabella 2.8: Calcolo dei fattori-g di Landé per n = 3
sottolivello  g;

3251/, 2
32P; ), 2
32P;, 4/3
32Dy, 2
32D3n 4/3
32Ds,, 6/5

1. i livelli 325, /2 32p, /2 32D, /2, si risolvono in due sottolivelli (corrispondenti ai
mj = £1/2). In ogni caso, i sottolivelli sono separati da un’energia di 2ugB; =
11.6 eV;

2. ilivelli 32P3 5; 32Dy 5 si risolvono in quattro sottolivelli (corrispondenti ai quattro
possibili valori m; = £1/2,43/2). L'apertura totale di ciascun livello (la differen-
za in energia tra il sottolivello pili energetico e quello meno energetico) ¢ pari a

4 upB, = 23.157€V;

3. il livello 3°Ds /2 sirisolve in sei sottolivelli, dai sei valori di m; = +1 /2,+3/2,
£ 5/2. Lapertura totale del livello € pari a 6 ugB, = 34.73 "eV.

Il numero totale di sottolivelli emersi a causa dell’effetto Zeeman anomalo € dunque
3x2+2x4+6=20.

Se il solenoide avesse 2000 avvolgimenti per centimentro di lunghezza e fosse percorso
da una corrente di 10 A, il campo di induzione sarebbe pari a

B, = npugi =251 T (2.120)

I rapporto tra campo perturbante e campo intrinseco sarebbe allora praticamente del
20% e si assisterebbe verosimilmente al manifestarsi dell’effetto Paschen-Back.

11 termine di accoppiamento spin-orbita sarebbe allora trascurabile e si utilizzerebbe
la correzione all’energia data dalla formula

E mag = g (m; + 2mg)B;, (2.121)

Nello stato n = 3, tenuto conto che ! = 0, &1, £2 e dunque i valori di m; spaziano tra —2
e +2, si otterrebbe il quadro complessivo riassunto in Tabella 2.9.

\ Soluzione del Problema 59 \

Il valore di aspettazione della costante di accoppiamento spin-orbita in un atomo di
idrogeno per un generico stato (#,1) si esprime come

2 . 10%
GO =5 (1) 5 = e g m? a)
2mecs \47teg ) ay n3(1+1) (l—i—l%) n3(1+1) (l-i-%)
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Tabella 2.9: Correzioni ai livelli in caso di effetto Paschen-Back in unita di ugB., =

0.1453 meV

l m M E mag(ﬂBBz)
0 0 41/2 +1

1 -1 =+£1/2 —-2,0
1 0 +£1/2 —-1,+1
1 -1 =+£1/2 0,+2
2 2 #£1/2 -3,—1
2 -1 #£1/2 —-2,0
2 0 #£1/2 —-1,+1
2 +1 #£1/2 0,2
2 42 +1/2 1,3

Chiaramente, fissato uno specifico numero quantico principale 7, la costante di ac-
coppiamento potra assumere esattamente n valori poiché | & compreso tra 0 e n —

1.
Nello stato n = 3 si ha

€y =773-10% 1=0
(0)=129-10% 1=1 (2.123)
() =515-10% 1=2

Per confronto, nello stato 1s (n = | = 0) si ha () = 2.09 - 10*®, ampiamente superiore a

qualunque valore dello stato n = 3.
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2.2 Interazione radiazione-materia

2.2.1 Problemi

Problema 60

Nell’ambito della teoria elementare per l'interazione radiazione-materia si & soliti ap-
prossimare il potenziale vettore del campo elettromagnetico come

A(r,t) = Age'kT—«h (2.124)

con 4
A(r,t) = Age ™! (2.125)

Stimare l'entita dell’errore che viene commesso nei casi in cui 1’'onda monocromatica
incidente sia

1. nella regione delle microonde;
2. nella regione della luce visibile;

3. nella regione dei raggi X.

Problema 61

Una sorgente armonica e monocromatica di luce violetta (A = 380 nm) emette isotropica-
mente una potenza totale di 100 W. Il fronte d’'onda emesso eccita un atomo di idrogeno
neutro che si trova a 10 m di distanza dalla sorgente.

Si dia un argomento numerico che giustifichi ’'approssimazione di onda piana. Si
calcoli, quindi,

1. I'ampiezza dei campi E e B esperiti dall’atomo di idrogeno;
2. la potenza media irradiata sull’atomo di idrogeno;
3. il numero di fotoni al secondo che giungono sull’atomo di idrogeno;

4. il rapporto tra il campo perturbante E’ e il campo atomico Ej.

Problema 62

Calcolare il coefficiente di emissione stimolata e di emissione spontanea relativi alla
prima riga di Balmer di un atomo di idrogeno.

Problema 63

Calcolare il momento di dipolo elettrico per la transizione relativa alla prima riga di
Balmer, esprimendo il risultato in unita SI e in unita (e - A), cioe carica elementare
moltiplicata per 1 Angstrom.
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Problema 64

Stimare quante transizioni n = 2 — n = 3 al secondo ci si attendono per un atomo di
idrogeno all’interno di una cavita di corpo nero a T; = 1000 K e quante per T, = 300 K.

Problema 65

Determinare quali delle transizioni in Tabella 2.10 sono di dipolo elettrico (D.E.), di
dipolo magnetico (D.M.) o di quadrupolo elettrico (Q.E.), giustificando la risposta.

stato iniziale stato finale

4s 2p
4f 3d
2s 1s
4s 2s
1s 3p
1s 3s
3d 1s

Tabella 2.10: Stato iniziale e finale delle transizioni proposte nel Problema 65

Problema 66

Un sistema a due livelli con separazione AE pari all’energia associata alla seconda riga
di Balmer, & all’equilibrio. Posto B = (k gT)~!, calcolare la probabilita di occupazione
classica (alla Boltzmann) p(€) o e~ Pe per T = 1000 K e T, = 300 K

Problema 67

Stimare il tempo di decadimento T associato alla prima riga di Balmer.

Problema 68

Un sistema atomico a due livelli non degeneri € governato dalla statistica di Boltzmann e
ha una separazione in energia AE pari a quella del fotone associato alla prima riga della
serie di Balmer dell’idrogeno. Calcolare:

1. il valore di AE espresso in elettronvolt e in Joule;

2. ilnumero di occupazione! (1) dellivello a energia superiore quando la temperatura
del sistema e paria T = 835 K;

3. il numero medio di transizioni di assorbimento stimolato per unita di tempo che
si verificano in ciascun atomo se il coefficiente di emissione stimolata & Bj, =

1Si ricorda che il numero di occupazione di un certo livello energetico & dato dal rapporto tra il numero di
sistemi che occupano tale livello e il numero totale di livelli.
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2.15-1072® mkg~!, assumendo che il sistema sia all’interno di una cavita di corpo
neroa T = 300 K.
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2.2.2 Soluzioni

‘ Soluzione del Problema 60 ‘

Il potenziale vettore scritto in forma di onda piana ha la forma

A(r,t) = Age i(kr—wb) (2.126)
che puo eventualmente porsi come

A(r, t) = Age kreiv!t (2.127)

Ricordando chelo sviluppo in serie di una funzione con variabile complessa z nell'intorno
circolare di raggio r di zg € dato da

o=y PG iRy 2128)

j!

dove Ri(z) e il resto espresso dall’integrale di linea sulla curva 7 che circonda zj e tutta
contenuta nella regione di analiticita di f(z)

IR el S (5"
Ri(z) = /7 @ (2.129)

271 —z)k1(Z - z)

Nel caso specifico dell’esponenziale complesso sviluppato attorno a zgp = 0, 'Eq. (2.129)
permette di concludere che il resto puo essere maggiorato da

k. i

Z

Z_ J—

¢ ,Zj!
j=0

k+1
. I
= (k+1)!

max {1,Re(z)} (2.130)

Quindi, nel caso in esame e troncando a ordine zero, l'errore sara inferiore a |z| = k- r.
Poiché un atomo ha delle dimensioni tipiche dell'ordine del raggio di Bohr (~
1071 m), si hanno i seguenti errori massimi di troncamento

2
€max = kr = 10—7ZTm 107 m = 6.28-107%  per le microonde
€max = kr = 3 OZT — 1079 m =6.28-10"* per luce visibile (2.131)
—kr = 27 =10 ., _ i X
€max = kI = Jo—q5 107" m =6.28 per raggi

Emerge chiaramente che nel caso dei raggi X I'errore supera il valore a ordine zero, cioé
1. Non si potra, quindi, per radiazione di quel tipo troncare lo sviluppo a ordine zero.

Soluzione del Problema 61

Si osserva preliminarmente che, emettendo la sorgente isotropicamente, la soluzione di
elezione € un fronte d’onda sferico che si puo ricavare dalle equazioni di Maxwell nel
vuoto

1 9E 9B

—0 .VB=0 : - = . = 2.132
VE=0 ;VB=0 ;VxB=—-" ;VxE=—— (2.132)
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unitamente alle definzioni del potenziale vettore e del potenziale scalare

B=VxA ;E=-V¢ (2.133)
Si ha allora che 1 3E
Vx(VxA)=V(VA)-V?A = 25 (2.134)
e, d’altronde,
0A
V x (E+ 5) 0 (2.135)
cioé 34
E+ 5 = =-V¢ (2.136)
Sostituendo la definzione di E ottenuta in Eq. (2.136) in Eq. (2.134) si ottiene
1 0A 1 d¢p
2 _—— =
V<A 23 \Y < 25y +VA) (2.137)

=0 (in gauge di Lorentz)

Quindi il potenziale vettore A obbedisce all’equazione d’onda.
D’altra parte, dalle equazioni di Maxwell combinate con la definizione in Eq. (2.136)
si ha pure che

VE=V (—aA—w)

(2.138)
— V2% — —VA =0
La gauge di Lorentz prescrive perd che —VA = ¢~2(9;¢) quindi
1 0%¢
2
S G 2.1
230 0 (2.139)

e quindi anche ¢ obbedisce all’equazione d’onda. Poiché si tratta di un‘'onda armonica
monocromatica, si scrivono i potenziali come

4) (lpefzwt +l[J* zwt)

1 iwt * Jiwt (2'140)
A= 3 (ae +a’e )
che semplificano le rispettive equazioni d’onda. Difatti, posto k = wc ™!
Via+kKa=0 ; V¢p+Kyp=0 (2.141)

Si noti che la risoluzione della sola equazione in ¢ garantisce la totale risoluzione del
problema, perché sussiste, in virtti del gauge di Lorentz, il vincolo

ik
=y (2.142)
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E altresi interessante notare che le soluzioni dell’equazione differenziale (detta anche
equazione di Helmholtz)

Vip+ Ky =0 (2.143)

espresse in un sistema di coordinate polari sferiche corrispondono alla soluzione dell’e-
quazione di Schrédinger per una buca di potenziale sferica.
Si ha, in ogni caso, che la soluzione si lascia esprimere come

[e0]
(r,0,¢9) = 2 Z Cmh, ) (kr) )P[" (cos(0))e™?® (2.144)
=0m=-I
essendo i coefficienti dello sviluppo ¢, fissati dalle condizioni al contorno. La funzione

speciale hl(l) (kr) e invece la funzione sferica di Hankel del primo tipo che si scrive come
combinazione lineare delle funzioni di Bessell e Neumann

n (kr) = jy(kr) + ing (kr) (2.145)

Adunadistanzadir = 10m, per della luce violetta (avente, come specificato, A = 380 nm)
si ha che kr = 1.653 - 108. Si puod dunque sostituire al valore puntuale della funzione di
Hankel il suo comportamento asintotico, che vale

i(kr—1%)
1D (kr) ~ —i% (2.146)
da cui si deduce
e—ilkr—wt)
¢~ % (2.147)

che contiene sia il termine oscillante dovuto alla propagazione sia il fattore 1/r che
garantisce la conservazione dell’energia. Ma nell’attraversare una distanza pari allo
spessore atomico & (~ 10719 m) & palese che tale termine pud assumersi costante. Infatti

1 1 1 1 5\ 6
ST r—y(l—)— 0 (2.148)

E stato cosi fornito un argomento a favore dell’approssimazione di onda piana.

Avendo posto su un solido fondamento ’approssimazione, € sufficiente ora ricordare
che il modulo del vettore di Poynting, diretto radialmente, puo scriversi come sia in
termini di intensita dell’'onda sia del campo elettrico e di induzione magnetica

11,,

” 37, (E%) (2.149)

dove Zj & 'impedenza caratteristica del vuoto, pari a 377 () mentre (E2) & il quadrato

del modulo del campo elettrico. Da notare, infine, il fattore 1/2 emerge dalla media
temporale dell’'onda armonica.

Si ha quindi
100W 1
47t(10m)2  2-377 Q)

E? (2.150)
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da cui E = 77.46 V m~! mentre il modulo di B & dato da

B= % =258-10"8T (2.151)

a potenza mediata sul tempo che si riversa sull’atomo di idrogeno € invece pari a
L t diat 1t h 1I’at diid

P=—If=nadl=~.108w=

16 (1.6)2 s (2.152)

Il numero di fotoni per unita di tempo dN/dt si ricava facilmente ricordando che

dE  dNhv dN
P = s a —a (3.263 eV) (2.153)

dacui dN/dt = 0.12s71.
Poiché il campo elettrico atomico, in modulo, & dato da

1 \
— < —514.101 = (2.154)
47tey aj m

& palese che il rapporto tra campo perturbante e campo atomico & dell'ordine di 1.5 - 1010,

Soluzione del Problema 62

Il punto cardine attorno al quale ruota l'intera risoluzione é la valutazione dell’integrale
presente nella formula per il coefficiente di emissione stimolata BY}. Si ha infatti che

3,2 2
w  4me

= - 2.1
217 32 (2.155)

/d’¢§’¢1

dove i, & la funzione d’onda dello stato iniziale e ¢, la funzione d’onda dello stato finale.

La prima riga di Balmer (in emissione) & notoriamente prodotta dalla transizione tra
n = 3 en = 2: poiché le regole di selezione per il dipolo elettrico prescrivono |Al| = 1e
|Am;| = 0,1, restano aperti 3 possibili casi. Difatti, le tre transizioni

1. 3s = 2p;
2. 3p — 2s;
3. 3d — 2p.

soddisfano i vincoli prescritti.
Si mostra nel seguito, per ragioni pedagogiche, la sola risoluzione per il caso 3s — 2p
nei due sottocasi 1. |Am;| =1e2. |[Am| =0

1. Ricordando che p = ra; !, si hanno le due funzioni d’onda

3
(al) ’ (27 —18p + 2p2)e_§ (1=0,m =0)
0 (2.156)

p(fg sin()e*? (I=1,m =41)

<
—
I
Qo
-
=
VR
S
N——
NI
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cosicché occorre calcolare e sommare le tre componenti

1 1 3 21 T .
(Palr|yr) = 618773 <ﬂo) O/d(,b()/d@sm(@)x

rsin(6) cos(¢)

X /dr r? (27 —18p + sz)efg rsin(0) sin(¢) pfg sin(6)e*®
rcos(0)

(2.157)

Si osserva, prima di procedere al calcolo, che la componente z & nulla poiché
compare l'integrale

/ 46 sin2(8) cos(6) = 0 (2.158)

Si passa quindi alle componenti x e y.

Componente x:

cos(¢)e*® sin® i 7 — 1802 3¢~ ¢
(/d(/) )(/de )) <O/dr (27p — 18p° +2p°)e )

) 2.159
- 4?71 (ﬂé / dp p* (27p — 18p” + 293)8‘55) 2159
0

4
3” (322.486 af)

dove l'integrale della parte radiale si & svolto riconducendo ciascun addendo alla
funzione Gamma di Eulero

/dx Ye ¥ =T(n+1) = (2.160)

Nel caso del primo addendo si vede infatti che

5
/dp27p e—55—27< ) /dxxe x =2 (g) 41 (2.161)

e quindi la somma vale

6\° 6\° 6\’
_ .4 — — . Kl — . 6!
27(2) a9 (8) 2(8)

6 36 6°
—18.2 2.162
<27 24—18- 212042 ¢ 720) <55> (2.162)
5
_ 648 6 75038848:322.486

5 55 15625
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Componente y:

Si puo appurare immediatamente che l'integrale nella parte radiale e 'integrale
sulla colatitudine sono invariati: quindi, facendo uso di quanto gia ricavato,

sin(¢)e™® sin® i re —18p? 3ot
(/d4> )(/de )) (O/d (27p — 1802 + 20%)e )

(2.163)
= j:%-[z 322.486 ag
Si é quindi ottenuto
1 1\ 4r
(Palr|yn) = pyTYy ( ) 3 —-(322.486 a3) (1 +i) = 0.383102 (1 +i) ap (2.164)

pertanto il modulo quadro vale 0.293 a3.

. Si analizza ora il caso Am; = 0, lasciando invariato lo stato iniziale e prendendo

come stato finale

3
1 1\2 _» _ _
1!)] = ﬁ (ao) pe COS(G) (l =1, mp; = 0) (2165)

Ne consegue che

(palrlgr) = 324\/< )2/ /desin(e)x
0

X /dr (27 —18p +2p%)e” 3

Stavolta ad essere nulle solo le componenti x e y, giacché contengono, rispettiva-
mente, gli integrali

27 27
/dcpcos((p) =0 ; /d¢ sin(¢p) =0 (2.167)
0 0

Si ha quindi che la Componente z vale

21 T ©
(/ d¢> (/ df sin(0) cosz(G)) (/ dr 13 (27p — 18p> +2p3)e_56p)
° 0 (2.168)

4
?” 322.486 o

Si ha allora

1

(Walrlgn) = - — PinTe 3 T (322.486 ag) = 0.541787 ag (2.169)
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e pertanto il modulo quadro vale 0.293 a%, esattamente uguale a quello del caso
|Aml| =1.

In entrambi i casi possibili per la transizione 3s — 2p, il coefficiente di emissione
stimolata di ciascun canale di decadimento & pari a

473

2 2y 20 M
3607}126 -(0.293 ap) = 2.21-107 — (2.170)

BY — s

mentre quello di emissione spontanea vale, ricordando la relazione By} = 27tB},,
w
Ay — 87‘Eh1/3 vo_ 87rh1/3 By
3 ‘2Pn T TE Vg

3 221-10° m  (2.171)

_ 10-58 2 1y Canld —1
— (6.181-10 % kgs?>m 1) (4571-10" s 1) kg

=207-10°s7!

Soluzione del Problema 63 ‘

Utilizzando il valore di aspettazione (rq;) che e stato trovato nel Problema 62 si conclude
che

d =elrp) = (0.541787 - 0.529) eA = 029 eA = 4.64-10m A s (2.172)

Soluzione del Problema 64

Il tasso specifico di transizioni che avvengono per emissione spontanea non & affatto
influenzato dalla temperatura della cavita. Per il numero di transizioni che avvengono
per emissione e assorbimento stimolati occorre invece calcolare

8h 1
u(v,T) = c%h—v* (2.173)
eksT —1

per la frequenza v, associata alla transizione, ovvero

c 3.0-108

-1 14 -1
S S b =4571-10 2.174
A T 6563109 ° @179

ottenendo

4571-10% s 1)
u(4.571-10"s71,1000 K) = (6.181-107°® kg s? m_l)( 18501 evs ) _
exp(poserrev) — 1

(2.175)

_178.10-5 X8
m-s
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quindi

18891 eV )

14 —1 exp (5,08617 v
1(4.571-10 s~*,1000 K) - (L8sot eV )—1

u(4.571-10" s71,300 K)

0.02585 eV
611072 (2.176)
—1.78-6.1- 10_461&5 .
—11- 10—45£
m-s

si ha, per sostituzione,

LN = u(v1,1000K) - BY, =3.52-107-1.78-1072 s 1 =63-10"*s7!
N dt 1000 K

B = u(v1,300K) - B}, =352-10Y - 1.1-10 % s 1 =39.107% 57!
N dt |30k

(2.177)

Soluzione del Problema 65

La risoluzione passa dalla conoscenza delle regole di selezione: si ricorda infatti che

1 transizioni di dipolo elettrico
|All =<0 transizioni di dipolo magnetico (2.178)
0,2 transizioni di quadrupolo elettrico

Classificando le coppie in Tabella 2.11 con tale criterio, la soluzione scaturisce natural-

stato iniziale stato finale |Al] tipologia di transizione

4s 2p 1 dipolo elettrico

4f 3d 1 dipolo elettrico

2s 1s 0  dipolo magnetico/quadrupolo elettrico
4s 2s 0  dipolo magnetico/quadrupolo elettrico
1s 3p 1 dipolo elettrico

1s 3s 0  dipolo magnetico/quadrupolo elettrico
3d 1s 2 quadrupolo elettrico

Tabella 2.11: Classificazione dei meccanismi di transizione fra stati iniziali e finali noti

mente.

Soluzione del Problema 66

L'energia associata alla seconda riga di Balmer (transizione n = 4 — n = 2) é paria

1 1
E=136eV <4 — 16) =255eV (2.179)
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mentre il prodotto kg T per T1 = 1000 K e T, = 300 K vale, rispettivamente, 0.08617 €V e
0.02585 eV.

Quindi si ha
1
p(1,1000K) = ~1
1+ exp(— 0.3856517)
255
p(2,1000K) = iXp( (0-086215?5) ;= 14010
eX _—
Pl 0.08617 (2.180)
p(1,300 K) = ~
1+ exp(—qgrgs)
exp(— giss) 43
p(2, 300K) = 0028 — — 14410~

1+ exp(— 5omes)

Soluzione del Problema 67 ‘

Si osserva preliminarmente che si possono avere due soli casi di transizione in emissione
con stato di partenzan = 3

1. n =3 — n = 2, ovvero il caso diffusamente nella soluzione del Problema 62;
2. n=3—-n=1.

Per quanto riguarda il caso (1), nella soluzione del Problema 62 si € ricavato il tasso di
emissione spontanea, segnatamente pari a 2.07 - 10® s~! per la transizione 3s — 2p, e che
esso sovrasta il tasso di emissione stimolata sia per Ty = 1000 K sia per T, = 300 K.

Si puo dunque scrivere, ignorando i contributi di 3p — 2s e 3d — 2p,

1
2.07-106s71
Per quanto concerne il caso (2), si rende necessario il calcolo del coefficiente di emis-
sione spontanea. Procedendo sulla falsariga del procedimento illustrato per i problemi

precedenti, lo studente ¢ invitato a verificare che si ha, per il caso (2), un coefficiente di
emissione spontanea pari a

Ty = =483-10""s (2.181)

Ap; =1.67-108s71 (2.182)

da cui si ricava che .

1.67-108 s—1
I tempo di vita medio dello stato n = 3 & pari a

T4 = =599-10"7s (2.183)

-1
Tyog = (1 + 1) =591-10"s (2.184)
T2 Tl

Si osserva che approssimando il tempo di vita medio dello stato n = 3 con il solo valore
T3_,1 Si commette un’errore percentuale circa del 1.3%. L'approssimazione & certamente
migliorabile, poiché il valore di 13-, € stato ottenuto limitandosi alla sola transizione
3s — 2p. E possibile comunque, anche a questo livello di approssimazione, osservare
che il tempo di vita medio T3_,; € significativamente inferiore di 173_,5, come atteso dalla
teoria giacché i livelli n = 3 e n = 2 hanno una separazione di energia inferiore a quella
esistente trailivellin =3 en = 1.
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Soluzione del Problema 68 \

1. Il modello di Bohr permette di calcolare AE ricordando che la prima riga della serie
di Balmer si origina dalle transizioni trailivellin =2en =3

1 1
AE =13.6eV - (4 — 9> =1.889eV =3.026-10"177 (2.185)

da cui la frequenza vi, = AE/h = 456.76 THz.

2. Il numero di occupazione del livello a energia piit elevata & dato da

1 1
) = 1+exp[AE/(kgT)] 1+ exp[1.889eV/(71.95meV)] (2.186)
=3.96-10"12

3. Il numero di transizioni in assorbimento che si verificano per unita di tempo in un
sistema a due livelli in equilibrio con la radiazione di cavita & dato da

1dN 87th vy

2 _ T) = B},— 12 =

N dt 124 (vi2, T) 12763 exp(hvyp /kgT) — 1 (2.187)
=234.10"2571
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2.3 Atomi multielettronici

2.3.1 Problemi
Problema 69

Determinare il valore della carica schermata Z* nello stato fondamentale dell’atomo di
elio.

Problema 70

Si consideri I'energia di stato fondamentale Egg che si ottiene con il valore di Z* ricavato
nel Problema 69. Ricavare la massima lunghezza d’onda dell’'onda elettromagnetica che
permette la prima ionizzazione dell’atomo di elio.

Problema 71

E possibile applicare il metodo visto nel Problema 69 per studiare il catione Li*? Se
fosse possibile, quanto varrebbe la carica schermata Z*? E quanto varrebbe 1’energia di

Problema 72

w»
[}
0
Q
=]
Q.
%)
—-
Q
=]
=.
N
N
[
N
=
Q
=]
¢}
~

Dimostrare che 'integrale di scambio Ky, 55 per ’atomo di He & positivo.

Problema 73

Valutare numericamente l'integrale coulombiano Iy, o per 'atomo di He.

Problema 74

Disegnare le transizioni di dipolo elettrico possibili tra tutti i sottolivelli relativia n = 2
dell’atomo di He.

Problema 75

Dimostrare che lo stato fondamentale di tutti gli atomi che cadono nella medesima
colonna del sistema periodico e definito dallo stesso simbolo in notazione spettroscopica.

Problema 76

Gli atomi alcalini sono caratterizzati dalla presenza di un solo elettrone fuori dalle shell
complete: si chiama “elettrone ottico” (perché é il principale responsabile delle transi-
zioni di emissione o assorbimento di radiazione elettromagnetica). Esso, a causa del-
la presenza degli altri elettroni, avverte una carica nucleare schermata che, in ottima
approssimazione, puo essere scritta nella forma

Z5r) =1+ % (2.188)
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dove b & una opportuna funzione tale per cui lim, 0 Z*(r) = Z e lim,_, 4o Z*(r) = 1.
Avvalendosi dei risultati noti per ’atomo di idrogeno, dimostrare che le energie dell’e-
lettrone ottico dipendono sia dal numero quantico principale 7, sia dal numero quantico
angolare /.

Problema 77

Usando lo schema Russell-Saunders, si definisca il simbolo spettroscopico per i livelli di
struttura fine di un atomo con due soli elettroni (np) e (n'p) (con n # n’) nella sub-shell
incompleta a pil1 alta energia, assumendo che la costante di accoppiamento spin-orbita
sia ¢rg < 0.

Problema 78

I primi tre livelli di struttura fine di un atomo alcalino sono: 25, /2 2p, /2 2p, /2 (notazione
spettroscopica).

Si dimostri che tutte le transizioni di dipolo elettrico permesse corrispondono a una sola
coppia di righe (nota come “doppietto di struttura fine").

Problema 79

Nell’ambito del modello vettoriale dell’atomo

1. dimostrare che ’accoppiamento spin-orbita provoca i moti di precessione dei mo-
menti angolari orbitale totale Lot e di spin totale St attorno al momento angolare
totale;

2. dimostrare che la frequenza di precessione é la stessa per Lot € Stot.

Problema 80

Ilustrare la regola dell’intervallo di Landeé per gli stati di multipletto del livello 3D, nei
due diversi casi di costante di accoppiamento spin-orbita positiva (multipletto regolare)
o negativa (multipletto invertito).

Problema 81

11 “doppietto di struttura fine” del sodio (si veda il Problema 78) corrisponde a due righe
di emissione alle lunghezze d’onda A1 = 5896 AeAy, =589 A.
Si valuti I’entita della costante di accoppiamento spin-orbita ¢yg.

Problema 82

Considerare lo splitting dei livelli *D e *P determinato dall’interazione spin-orbita.
Disegnare la struttura dei livelli e indicare tutte le transizioni di dipolo elettrico permesse.
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Problema 83

Si consideri un atomo di argento nello stato elettronico fondamentale.
1. calcolare il momento magnetico atomico in questo stato;

2. calcolare I’energia dell’atomo quando € immerso in un campo magnetico di 1 Tesla
diretto ed orientato come 1’asse z, nella condizione in cui il momento magnetico
atomico sia opposto al campo;

3. supponendo chel’atomo si trovi a temperatura ambiente, stimare se sia possibile che
per fluttuazione termica la direzione del suo momento magnetico venga inveritita.

Problema 84

Si consideri la configurazione elettronica np?, dove n indica un generico valore del
numero quantico principale, mentre p corrisponde al numero quantico orbitale I = 1.
Come noto, in assenza di interazioni tra i due elettroni che contribuiscono a definire
questa configurazione, essa corrisponde ad un singolo livello energetico degenere.
Siillustri qualitativamente lo splitting del livello quando:

1. viene accesa l'interazione coulombiana tra i due elettroni;
2. viene in aggiunta accesa l'interazione spin-orbita.

Si classifichino i livelli finali secondo la convenzione spettroscopica 21L;.

Problema 85

Dopo aver costruito la funzione d’onda elettronica totale dell’atomo di litio e di berillio
come combinazione lineare di funzioni d’onda di un atomo idrogenoide, stabilire quale
atomo ha la funzione d’onda con parte spaziale simmetrica.

Problema 86

Spiegare la differenza tra lo schema di accoppiamento di Russell-Saunders e lo schema
J — J. Dire quale schema deve essere adottato per studiare lo spettro

1. di un atomo di piombo

2. di un atomo di alluminio

Problema 87

Il difetto quantico per 'atomo di potassio € pari a circa 2.2 per 'orbitale s: determinare
la carica schermata avvertita dall’elettrone ottico.

Problema 88

Usando i dati del Problema 87, determinare il difetto quantico per gli orbitali p, d e f del
potassio e verificare se sono in accordo con i dati riportati in letteratura (rispettivamente,
1.74,0.25, 0.01).
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Problema 89

Usando il principio di aufbau, costruire la configurazione elettronica del fosforo (Z = 15)
e darne la notazione spettroscopica. Calcolare, infine, la velocita angolare di precessione
di Siot € di Lot € confrontarla con quella del sodio (Z = 9).

Problema 90

La costante di accoppiamento spin-orbita 1 g pud assumere valori sia positivi sia negativi.
Dire quali ricadute ha il segno della costante sullo spettro dell’atomo e rappresentare
schematicamente le orientazioni di Lot € Stor @ minima energia nei due casi.

Problema 91

Dopo aver calcolato il fattore g di Landé per il litio, il fosforo e il fluoro, determinare
I'ampiezza dell’apertura del livello fondamentale per ciascun atomo in presenza di un
campo di 1 T e il numero di sottolivelli in cui esso si risolve.

Problema 92

Spiegare cosa si intende per affinitd elettronica, indicarne le unita di misura e dire,
motivando la risposta, per quali elementi essa risulta massima.

Problema 93

Nell’ambito dell’approssimazione a campo centrale, perché si dice che viene rimossa la
degenerazione accidentale? Quale elemento sta alla base di tale rimozione?

Problema 94

Sievistonella trattazione dell’atomo di elio che un ruolo importante € giocato dall integrale
di scambio. Senza eseguire il calcolo esplicito dell’integrale, ci si attende che il contributo
di tale termine aumenti o diminuisca al crescere dell’energia di eccitazione?

Problema 95

Usando il modello vettoriale dell’atomo e sfruttando lo schema di Russell-Saunders,

[Suggerimento: si sfrutti il fatto che Sy precede attorno a J o molto rapidamente]

Problema 96

Usando il risultato del Problema 95, calcolare la velocita angolare di precessione di Jiot per
tutti gli elementi del secondo periodo. Sinoti che, essendo la notazione spettroscopica la
medesima all'interno di un gruppo, i risultati ottenuti determinano la velocita angolare
di precessione di tutti gli elementi del blocco s e del blocco p. Oppure no?
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Problema 97

Enunciare la differenza fondamentale tra il metodo di Hartree e il metodo di Hartree-Fock.
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2.3.2 Soluzioni

’ Soluzione del Problema 69 ‘

Si scrive la funzione d’onda di prova per i due elettroni dell’atomo di elio come

1 /z2\% _z
TGS(rl/rZ) = — () e @ (r1+r2) (2189)
7T \ 4o
e si fa uso dell’hamiltoniano imperturbato
. h? 2 (Z  Z 1
A= - VitV — (Z+ 25— —— 2.190
21’}16( 1+ 2) 47Teg <1’1 +1’2 |1‘1T2|) ( )

Si sottolinea che Z* € un parametro variazionale mentre Z rappresenta invece la carica
nucleare totale (2 per l'elio).
Si esplicita, quindi, il valore di aspettazione dell’energia nello stato fondamentale

. n?
Egs = (Ygs|H[¥gs) = T /drl /dfz Yes(Vi+ Vi) ¥as
e
R R

A
L2 /dr /dr ¥ ( L )‘I’
Ao 1 2tGs\ 1, GS
dreo ) J [ry — 13| (2.191)
B

Ze? 1 1
— d dro Ve | —+— | ¥
47teg / rl/ 2 %Gs (71 * 7’2) o5

R3 R3

C

I tre addendi di cui si compone Egg hanno un chiaro significato fisico: A corrisponde,
infatti, all’energia cinetica (elettronica) del sistema, B quantifica la repulsione interelet-
tronica e C l'energia potenziale elettrostatica dovuta all'interazione di ciascun elettrone
con il nucleo.

Si passa al calcolo separato di ciascun termine.

e Termine cinetico, A.

Si osserva anzitutto che ciascun operatore Laplaciano agisce sulle coordinate di una
sola particella. Questo, unitamente alla simmetria per scambio rq <+ r, che esiste in
Y s, permette di dedurre che i due addendi del termine A sono uguali e permette
di scrivere A = 2(T), indicando con T, I’energia cinetica di un singolo elettrone.

Avendo ricondotto il calcolo del termine cinetico per due elettroni al calcolo del
termine analogo per il singolo elettrone, si puo applicare il teorema del viriale, che
garantisce per un atomo idrogenoide

(Vi) (2.192)

N —

(T) = —5(Ve) 5 {Euwe) =
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si deduce che ,
A=2(T,) =2 (—2<Ve>> =

dove il modulo dell’energia totale per il singolo elettrone si puo scrivere in termini
dell’energia dello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno

Etote = (Z2%)*|ESS] (2.194)

E importante sottolineare che la presenza di Z* ¢ dovuta al fatto che la funzione
d’onda di prova ¥ g € stata scritta come prodotto delle autofunzioni 1s di un atomo
idrogenoide con carica nucleare Z*. E questo ’atomo idrogenoide sul quale si &
applicato il teorema del viriale: I’'hamiltoniano completo, si ribadisce, e totalmente
imperturbato e contiene, quindi, la carica nucleare totale Z.

(2.193)

Si conclude che
A=2(Z ) | (2.195)

Termine di energia potenziale elettrone-nucleo, C.

Anche per il termine C & possibile sfruttare la simmetria per scambio r; <+ r2, che
permette di scrivere

2 * ,2
cz—zz< ¢ > :—2Z<Ze > (2.196)
dregr /44 Z* \4rmegr /1,

dove il potenziale coulombiano e valutato mediante la funzione d’onda 1s di un
atomo idrogenoide con carica nucleare Z*. Il teorema del viriale impone, infine,

C = —4ZZ*|E| (2.197)

Termine di repulsione inter-elettronica, B.
E questo, certamente, il termine che richiede maggiore impegno.
I due integrali tripli da svolgere sono tuttavia trattabili, ancorché laboriosi.

Dato il termine B

2
e 1
Yeo | ———— | P 2.1
4n€0/dr1/dr2 Gs(f1—72|) s (2199)
R3 R3

si fa uso della definizione di ¥ g in Eq. (2.189), ottenendo

¢ —2Z (ry+1y)
i 7r2< > /drl/dm( e > (2.199)

Si procede ad integrare inizialmente in dr,, supponendo quindi r; fissato.

L'integrale sisvolge in coordinate polari sferiche assumendor; come asse z: indicata
con 05 la colatitudine, che corrisponde all’angolo formato tra r; e 3, il Teorema di
Carnot permette di scrivere

|1‘1 — 1‘2| = (1’% + 1’% —2ri1p COS(Qz))% (2.200)
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Si ottiene

e 7 Z’ZZ 7’1+72)
47teg 2 (uo) /drl{/dq)z/drzr ¢ x

[t sines) 312 o coste) )

(2.201)

L'integrale nella variabile ¢, da un semplice fattore 277; I'integrale nella variabile 6,
¢ immediato se si esegue il cambio di variabile cos(6,) = x

28 2 ( ) /dr1 /drzr e k (r1+r2)/ x (13 + 73 —2r1rpx) "2 (2.202)
0

[

Nel dettaglio, si ottiene

+1

-1
_1 2r err, <r
/dx (12 413 — 2xr11p) 2 1 perzsn

1
—(r4rn—|rn—mrl)= {
)

2r2_1 perrp > 11

(2.203)
Si vede che e quindi necessario dividere il dominio di integrazione per r; in due
parti: si ottiene

(7’1+}’2) * *
1 aO 228 (o
280 2 ( ) /drl /er 2"2 + /er 2rpe " (rira)
(2.204)
1 —%n —%n
280 p= /dr1 2e 0 /dr2 5 /drz roe %
Se si fa uso dell’integrazione per parti, si verifica che
e—wx
/ xe "dx = ——5—(wx +1) +c
w
(2.205)

wx

/ x%e Ny = —e—a(wzx2 +2wx+2)+c¢
w

Facendo uso di tali relazioni e raccogliendo, dove possibile, i fattori comuni, si
ottiene

1 zﬂz—*rl 2 ap \3 Z*r _%rl
280 2 (a()) /drl 2e {1’1(22*) 1 ag ¢
(2.206)
e 1 [(Z* dry ,m,l Z*r ,grl
=——|— / 1— (14 a
4eg 12 \ ag 2 ao
R3

L'integrazione in r, € conclusa: resta da eseguire l'integrazione in r.
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Passando nuovamente in coordinate polari sferiche, si ha

_27* 2z*
/d(])l /d91 sin(67) /dr1 re o " (1—(1+ ﬂ o
450 712 ay .

(2.207)
Gli integrali angolari danno complessivamente un fattore 471: sviluppando la parte
radiale si ha

_2z* _4z* ARDYE v/
/ dri (re @ —re 0 ——rfe @ (2.208)
80 71’ 110 a0

Si ottengono tre integrali proporzionali alla nota funzione Gamma: pertanto

3

el (z GO M. J WS- (s (2.209)

g9 7T \ dg 4(Z2*)2  16(Z*)2  32(Z*)? 8 drtegag

*J
2|EE
Si conclude che il termine B ¢ pari a
5 x| -H

B=Z"|ECs| (2.210)

In conclusione, ricordando l'espressione dell’energia dello stato fondamentale Egg
in Eq. (2.191) e i valori trovati in Eq. (2.195) (A), in Eq. (2.210) (B) ed in Eq. (2.197)
(C),siha

Egs = A+ B+ C = |E&| (2(2*)2 + ZZ* — 4zz*) (2.211)

Minimizzando rispetto al parametro variazionale Z* si ottiene

dEgs v, 0 _
B0 = 427+ 42 =0 2.212)

Si ottiene Z* = Z — 1%' Nel caso dell’elio, poiché Z =2, Z* = %Z.

‘ Soluzione del Problema 70 ‘

L'energia di stato fondamentale si ottiene sostituendo il valore Z* = % ottenuto nella
soluzione del Problema 69 in Eq. (2.211). Si ricava

5 729
Ecs = |E&S| (Z(Z*)2 + ZLZ* —4ZZ*> 128| E&| (2.213)

Se si scrive il bilancio energetico della prima ionizzazione, si ha che

hv + Egs = Telettrone + EHe* (2.214)



2.3. Atomi multielettronici 111

dove Tyjetirone € 1’energia cinetica dell’elettrone rimosso dall’atomo di elio neutro. Poiché
si € interessati alla massima lunghezza d’onda del fotone che permette il processo (il
che equivale a chiedere la minima energia del fotone che permette il processo), si pone
Telettrone = 0 € si ha immediatamente che

he
A= ———— (2.215)
Epe+ — Egs
Poiché He™ & un atomo idrogenoide, si ha che Eyy,+ = —4|Ef], quindi
128 h 128 o o
= € _ 22 9116 A =538 A =538nm (2.216)

C207(EH| 217

Si tratta di radiazione al limite tra i raggi UV e i raggi X (ultravioletto estremo).

Soluzione del Problema 71

E certamente possibile applicare il metodo affrontato nella soluzione del Problema 69
anche per trattare il catione Li™: esso & infatti isoelettronico all’elio e si pud pertanto
sia adottare la medesima funzione d’onda di prova definita in Eq. (2.189) sia scrivere
e scomporre 'hamiltoniano come visto nella soluzione del Problema 69, con la sola
differenza che la carica nucleare complessiva € pari, peril litio, a Z = 3. Si ottiene quindi

5 43
x _n_ 2 =
Z¥=3 " 16 (2.217)
Sostituendo tale valore nell’espressione dell’energia, si ricava
1849
Ej v = —@|Egs| = —196.54 eV (2.218)

Per quanto riguarda 'energia di seconda ionizzazione, si procede in modo analogo a
quello visto nel problema precedente (ricordando che in questo caso Z = 3), ottenendo un
valore pari a 74.087 eV. La radiazione a pit1 bassa energia che consente la fotoionizzazione
ha lunghezza d’onda pari a

he _ 128 he 128 51 6A—167A = 167 nm (2.219)

A= ==
Eppor —Eppe 697 |EH| — 697

Si tratta quindi di raggi X.

‘ Soluzione del Problema 72 ‘

Lintegrale di scambio Kj, »5 € dato, per definizione, dall’espressione

2 1
Kias = g [ dry [[dragi(ra)gsr2) - us(r2)gas(r) (2:220)
3 R3
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Z

Le funzioni d’onda 1s e 2s per un atomo idrogenoide, posto p = als Si scrivono come

il == () 20

Sostituendo nell’espressione dell’integrale di scambio, si vede che occorre valutare, al
netto dei coefficienti (positivi), gli integrali

/drl /drz oo+ 2102 r— 201 — 20> (2.222)
12

(2.221)

NI

R3 R3

Seguendo quanto fatto nel problema precedente, si fissa r1 e si svolge l'integrale in r; in
coordinate polari sferiche. Risulta

27 © T

/dﬁ /d<P2 /drz % e 2102) (4 + p1py — 201 —2p2) / d6; Sin(‘92)rL (2.223)
12

R3 0 0 0

Ma l'integrale nella variabile 6, di r1_21 € gia stato svolto nel problema precedente e si e

visto che vale

2 2
— serp<ry; — sery>r (2.224)
1 r

perciod si ha

1
47T/dr1€_%p1 [rl /drz 3 e_%”2(4 + 102 — 201 — 202) +
1
0

R3
N h (2.225)
+ / dry ra €302 (4 + pyp2 — 2p1 — 2p2)
n
L
Entrambi gli integrali I; » possono svolgersi per parti.
Per I, si ha, dopo il cambiamento di variabile ¥, — p»,
o
L= /drz 9 e 202 (4 4+ p1p2 — 201 — 202)
" (2.226)

a0N2 T 3 a\2 I _3
= (4-201) () /dpzpze 24 (0 -2) (F) /dsz%e i
01 1
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In modo analogo, per I,

r
L = /drz 3 e*%pz(ﬁl + p102 — 201 — 2p2)
0 (2.227)

1 f1
ag\3 ap\3
—(4=200) (D) [doapieie s (o1 -2) () [ dpzp3e 302
0 0

Si osserva che tre degli integrali ottenuti hanno la forma gia presentata in Eq. (2.205): per
quanto riguarda 'ultimo integrale, I'integrazione per parti restituisce

—wx

/x3e*wxdx = _%(ngg + 3w?x* + 6wx + 6) + ¢ (2.228)
Pertanto
1 2 (240 -2 27 27
~n=(2) {4P1 {66—391 <p§+p%+9p1+6)] +
r zZ) 3 m 8 4 (2.229)
254 -2, 3, (9 5 '
2 (Y 2)])

ap\2 23 _3, (9
12:(%) {33(P1—2) [e 201 (4p%+3p1 +2)] +

(2.230)
22 ~3p 3
+3(4=201) |72 ( Sp1+1
Svolgendo e raggruppando in potenze di p; si ottiene
I 4 rap\? 30
pth=—5 (f) e 301 (py —2) (30, +2) (2.231)

II calcolo dell’integrale in 71 si svolge adottando nuovamente un sistema di coordiante
polari sferiche: sievince che la parte angolare da 47t mentre 'integrale radiale da valutare

e
T I
Ltad :/drlr%ei%r1 <rl +12>
1
0

4 57
Y (%) / dp1p e (p1 —2)(3p1 +2) (2.232)
0

[e9)
4 a0\ [ -3 443 42
= (= 01 — —
27 ( 7 ) / doy e (3pf — 4p} — 407)
0
Si riconosce nuovamente che i tre integrali sono proporzionali alla funzione Gamma di

Eulero: pertanto
4 oa\5( 8\ 1 (2a)°
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Si & dimostrato cosi che Kygs € positivo: ma a questo punto, con poco sforzo, & possibile
ricavare anche il suo valore esatto. Infatti, moltiplicando I.,4 per tutti i coefficienti
(positivi) sia ricavati nell’integrazione sia dovuti alla normalizzazione delle funzioni
d’onda, si ha

2 6 2
e 1 zZ e 16 [ Z
Kione — — (=) 47 -4 T =—— . == 2.234
1s2s 4rreg 3272 <a0> S ed T e 36 <a0> ( )
——— $2.02 1,61

definizione  coeff. y,»

Nel caso dell’atomo di elio (carica nucleare Z = 2) si ha, numericamente,

Kisps = 1.194 eV (2.235)
mentre sperimentalmente si misura che la separazione in energia tra lo stato (1s2s 1)) e
lo stato (1s2s 3S1), ovvero ZKgEHmentale), ¢ pari a soli 0.80 eV.

Il disaccordo é apprezzabile ed & dovuto alla scelta della funzione d’onda di prova.

Si puo ragionare sul miglioramento della stima mediante 1'utilizzo del metodo va-
riazionale, introducendo, per esempio, la carica efficace Z*. Supponendo, infatti, come
rozza approssimazione, che l'elettrone in 1s schermi completamente la carica del nu-

cleo, si avrebbe, in base alla Eq. (2.234), che 2K;5s = 1.194 eV, in miglior accordo con
2 K(sperimentale)
1s2s

Soluzione del Problema 73 ‘

La valutazione dell’integrale coulombiano [14; , ovvero

o2 .
hos = 5o [ dn [ dnalgi(r) Plyas(r2) 2 (2236)
meo ) ) |
R

r —fz\
IR3

¢ gia stato mostrato nella soluzione del Problema 69: come si é visto, tale approccio
non ¢ di per sé complesso, ma richiede solo attenzione nello svolgimento.

Per la soluzione di questo problema, si segue un approccio differente, concettualmente
meno immediato (e raramente trattato nei manuali moderni), ma molto pili elegante,
che consiste nel valutare l'integrale non nello spazio diretto ma in quello reciproco.
Infatti, il valore di aspettazione di un operatore dinamico puo essere indipendentemente
valutato sia nello spazio delle posizioni r sia nello spazio dei momenti k (purché si
cambi coerentemente la forma dell’operatore). In termini formali, dato un operatore Q
rappresentabile sia nello spazio diretto r sia nello spazio dei momenti k, si ha

[are 0¥ = [ dk g (k) (2237)

Data una funzione f(r) in uno spazio R, si adotta qui la definizione di trasformata di
Fourier come

FU@)} = [ dr fre s
R3

. 4 (2.238)
£) = s [ K FAF(IE
R3
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Mediante cambio di variabile { = r; — ry si riconosce allora nell'integrale in r; in
Eq. (2.236) la forma di una convoluzione, che nel caso unidimensionale di due funzioni
f, g siscriverebbe come

/ dtf(Dg(t — 1) (2.239)

Pertanto, il Teorema di convoluzione assicura che la trasformata di Fourier della convo-
luzione puo esprimersi come prodotto delle trasformate dei fattori.

Per quanto riguarda il calcolo della trasformata di ||, si fa uso della regolarizza-
zione alla Yukawa e delle coordinate polari sferiche

2 (<] T
—ug —He 1
f{eg} ~fuwJace : [ d8 sine)e-ieeno) - kz‘fm (2.240)
0 0 0

Se si pone p = 0, si ottiene la trasformata di Fourier del termine 1/715.
Considerati i due moduli quadri delle funzioni 1s e 2s, dei quali si devono valutare le
trasformate di Fourier

73 _z 73 V4 _z
P1s(r)]> = e G |1p25(r)|2:3<2|r]) ¢ ol (2.241)

mag 32mag ap

si osserva che occorre conoscere 'espressione di tre trasformate

F {e—M"} ; ]-"{|r|e_)‘|'|} ; .7-'{|r|2e_’\|'|} (2.242)

La prima é di facile valutazione: adottando sempre un sistema di coordinate polari
sferiche si ha

—A|r| /d([)/drr e—/\r/dQSln —1krcos(9)

eikr _ p—ikr (2.243)

—Ar€
=2 /drr e ikr

_ 87r)t
(A2 4K2)2
Per le restanti due trasformate, si possono sfruttare sia le seguenti relazioni di derivazione

i —Alr| _
T

sia la commutativita della derivazione con la trasformata (A e infatti un parametro libero).
Pertanto

d d 32A%7 87
AN =D e R Gy Sy et
7 {irle} f{dﬁ } 7 " = e Er e

d2 d2 192A3 77 96ATT
2 —A A A
]:{|T| e Ir‘} ]:{d)@e '} 7{1)@}— {e M} (/\2+k2)4 - (A2+k2)3

2
Alrl A A
dr?

Ire || 2e 2! (2.244)

(2.245)
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Si ha quindi, facendo uso delle trasformate ricavate, che

) - 2 () -
al \ (a3k2 +422)2 |~ (a3k2 +4Z2)2
T (|7~P25|2) _ 3227;3 (32m8(2a%1;‘;i :r 3Za§;<j 73+ zS)> _ 2afkt z(;;;j%;zjj +78
0 0 0
(2.246)

Si ha quindi che 'integrale coulombiano & pari a

; 21 /dk ( 1674 ) <2agk4z4—3a3k226+28
1s2s =

‘52 | 12 2.247
dreg 272 J K2\ (a3k% +422)2 (a2k2 + 72) > ( )
R3

In coordinate polari sferiche, I'integrale di volume in Eq. (2.247) si riduce alla sola parte
radiale (non vi ¢ dipendenza dell’integranda da ¢, 8); pertanto, con la sostituzione di
variabile agk = z

P AN 16 224 32272 + 7* (2.248)
1s2s — drtey  aom / (Zz+422)2 (ZZ+ZZ)4 :

Lultimo integrale é elementare: difatti, visto chel’integranda ¢ pari, e sufficiente calcolare
I'integrale tra —oco e +o0 nel piano complesso e circuitare su una delle due possibili
semicirconferenze che hanno per diametro 1'asse reale. Se si sceglie di chiudere la
semicirconferenza nella regione (z) > 0, restano solo da valutare due residui, uno in
zp = +iZ, di ordine 4, e uno in zy = +2iZ, di ordine 2. Si ottiene allora banalmente

17Z ¢
Ligps = — 2.249
1s2s 81 47eoag ( )
Per I’atomo di elio (Z = 2),
34 ¢
Lgps = ——— =11422eV 2.250
1s2s = o771 Teodo € ( )

‘ Soluzione del Problema 74 ‘

E sufficiente ricordare che le regole di selezione per transizioni di dipolo elettrico sono
(i) Aj = 0,£1; (i) Am; = 0, +1 e (iii) Al = £1 (con la sola eccezione di j = 0 «» j = 0).

\ Soluzione del Problema 75 \

Si ricorda, preliminarmente, la definizione della notazione spettroscopica per un ato-
mo multielettronico con momento angolare orbitale totale L, spin totale S e momento
angolare totale |

251, (2.251)
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dove 2S + 1 é detta molteplicita di spin (o, per ellissi, molteplicitd).
E possibile dimostrare che per ogni sottolivello completo, si realizzano due condizioni:

Y Ii=0; )Y s=0 (2.252)
i

1

dove l'indice i della sommatoria scorre su tutti gli elettroni del sottolivello completo in
esame. Questo implica che nel momento in cui un sottolivello viene completato, esso
non da pitt alcun contributo al momento angolare orbitale e allo spin totali dell’atomo.
I valori di S, L e | che formano la notazione spettroscopica di un atomo neutro e nel
suo stato fondamentale sono determinati solo dal sottolivello incompleto ad energia piit
elevata.

Si riportano le notazioni spettroscopiche per alcuni gruppi di interesse, indicando la
configurazione elettronica pii1 esterna tra parentesi quadre

e gruppo 1, [1s1] 25%;

e gruppo 2, [1s?] 1Sy;

gruppo 14, [2p?] °P;

gruppo 15, [2p°] S;

gruppo 16, [2;74] 3P2;

gruppo 17, [2p5] 2P%;

e gruppo 18, [2p°] 1Sp.

Osservazione I: & noto dalla Chimica che elementi appartenenti allo stesso gruppo hanno
proprieta simili. La notazione spettroscopica fornisce una raison d’étre per quest’osserva-
zione sperimentale: infatti, nel dominio di energie tipico delle reazioni chimiche, solo gli
elettroni che non appartengono a sottolivelli chiusi possono essere facilmente coinvolti.

Osservazione II: gli elementi del gruppo 2 (metalli alcalino-terrosi) hanno la stes-
sa notazione spettroscopica dei gas nobili (gruppo 18) pur avendo proprieta chimiche
totalmente differenti! Questa osservazione, in apparente contraddizione con la (I), si
spiega tenendo presente che gli elettroni degli elementi del gruppo 2 possono transire
verso i sottogusci immediatamente successivi p o d con relativa facilita, essendo questi
energeticamente vicini. Grazie all’effetto di schermo esercitato dagli elettroni nei gusci
inferiori, i metalli alcalino-terrosi possono inoltre cedere i due elettroni nell’orbitale s per
portarsi alla configurazione elettronica del gas nobile che li precede. Nel caso dei gas
nobili, invece, nessuno di questi due meccanismi e energeticamente vantaggioso: infatti,
il guscio successivo a quello completamente occupato & ad un’energia non trascurabil-
mente superiore (rendendo improbabile che un elettrone vi possa transire) e vi e solo
uno svantaggio non compensabile, in termini di energia, nello svuotare il guscio gia
completamente occupato.

Osservazione III: le proprieta all’interno di un gruppo sono simili ma non identiche
poiché aumenta, discendendo il gruppo, 'effetto di schermo dovuti agli elettroni di core.
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Soluzione del Problema 76 \

Si é visto che in approssimazione di campo centrale, la funzione d’onda puo essere scritta
come

Yo, (ri) = Rni,li (ri)Yl,»,mi (91', 4)1) (2.253)
Nel caso dell’atomo di idrogeno imperturbato, la parte radiale soddisfa I'equazione
differenziale

no1d {rzdR(r)}jL[hz (1+1) &1

2m, 12 dr dr 2m, 12 Ane T] R(r) = ER(r) (2.254)

mentre, con il potenziale dato nel testo del problema, la parte radiale R per I'elettrone
pitt esterno dell’atomo alcalino deve soddisfare I'equazione differenziale

_ 1 d[adR()] | R+ 21 @ b
2m, 12 dr dr 2m, 12 degr  4meg r?

] R(r) = ER(r) (2.255)

Si puo ricondurre formalmente la Eq. (2.255) alla Eq. (2.254) se si introduce il parametro
I* (numero quantico orbitale efficace) che soddisfa la relazione
& ¢? s

I(l1+1)— b=
2m, (I+1) 47Teq 2m,

(I +1) (2.256)
ovvero

mee?b
27teoh2

Grazie a questa sostituzione, si conclude quindi che I’energia dell’elettrone ottico potra
scriversi come

P +1) = [1(0+1) —

(2.257)

- hc
b = RnGey

dove n* é il numero quantico principale efficace.
E stato mostrato da Rydberg che un buon accordo con l’esperimento si puo ottenere
scrivendo n* in funzione di n come

(2.258)

n*=n—4¢6l dove 6l=1-1* (2.259)
Dalla Eq. (2.257) si puo ottenere un’espressione per o/
2
mee b
~ —_— 2.260
2meh? 21+ 1 ( )
Combinando le Eq. (2.258), Eq. (2.259) e Eq. (2.260) si ottiene
. R
Eu=-— Hh . (2.261)
mee2 b

n- 2megh? 21+1

Si osserva che l'energia dipende anche da [, a differenza di quanto si ha per un atomo
idrogenoide e si dice quindi che é stata rimossa la degenerazione accidentale in /.

Questo e dovuto al fatto che il potenziale elettrostatico complessivo, considerando
cioe l'effetto di schermo degli elettroni di core, non varia pitt come 1/7.
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Soluzione del Problema 77 \

Si calcolano tutti i possibili valori per Syt € per Liot.

Ligt = ¢ 1 (2.262)

2 (valor massimo)
1
Stot = {
0 (valor minimo)

0

I valori ammissibili di Jiot per Stot = 0 corrispondono, banalmente, ai valori Lyot.
Per Siot = 1 si ha invece

Stot =1 Lot =0 Jiot =1

2
Stot =1 Lot =1 Jiot =141
0 (2.263)
3
Stot =1 Liot =2 Jrot = {2
1
Nello schema di Russell-Saunders (o schema LS) si applicano, nell’ordine,
1. le correzioni per interazioni spin-spin, date da Egg = {sg S1 - S2;
2. le correzioni per interazioni orbita-orbita, date da Ey, = {11, Ly - Lp;
3. le correzioni per interazione spin-orbita, data da
Eso - % Utot(]tot + 1) - Ltot(Ltot + 1) - Stot(stot + 1)] (2-264)

ricordando che mentre ¢1g < 0 vale per ipotesi, le diseguaglianze {sg < 0 e {1 < 0
hanno carattere generale.

Poiché Siot = 0 oppure Siot = 1 si ha che Egg pud assumere, rispettivamente, i valori
+318ss| e —1Zss]-

In modo analogo, per Liot = 0,1,2 si ha, rispettivamente, E;; = +2|¢p],
Erp = +|¢rile ELL = —[GLLl-

Si calcolano quindi le correzioni date da Eq. (2.264), osservando che in tutti i casi in
cui Siot = 0 oppure Lot = 0 essa € nulla.

Applicando nell’ordine le correzioni al livello imperturbato (np) (n’p) (valide per n #
n’) emerge l'ordinamento di livelli schematizzato in Fig. 2.2: richiamando la definizione
della notazione spettroscopica in Eq. (2.251), i livelli, in ordine decrescente di energia,
sono

1sy Py 1D,y 38, 3P, 3P, 3Py 3 D5 3D, 3Dy (2.265)
~~ ~~~

massima minima

energla energia

Per i multipletti >P e 3D si osserva che le linee ad energia minore corrispondono a stati con
il minimo Jiot ammissibile: questa configurazione & detta a multipletti invertiti e consegue
dallipotesi {15 < 0.
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jLnl=0
jm=1

Z‘m=2

(np) (n’p)

Figura 2.2: Correzioni secondo lo schema LS. In rosso le correzioni spin-spin, in blu le
correzioni orbita-orbita e in verde le correzioni spin-orbita. Le frecce indicano l’entita e
il segno della correzione apportata.

Soluzione del Problema 78

Con i tre livelli 2P;, 2P; e 25, & possibile costruire solo 3 combinazioni di due livelli:
2 2 2

ZP% “ ZP% ; ZP% 28, ; ZP% <25 (2.266)

1 1
2 2
Si vede che le tre combinazioni soddisfano la regola di selezione |AJiot| = 0, 1. Tuttavia,
solo nelle ultime due 1’elettrone che da luogo alla transizione puo soddisfare anche il
vincolo AL = +1.
In generale, quindi, il doppietto di struttura fine degli alcalini & dato dalle due
transizioni
2Py 25, ; 2Py %5

(2.267)

1
2

Soluzione del Problema 79

Si scrive il momento di dipolo magnetico totale pt come somma dei contributi portati
da ciascuno degli N elettroni

N

N
ytot:_&ﬂzgi_gsﬂzsi
h i=1 h i=1

_ _ 8LB -:
== % Lot = 55 St (2.268)

= - % (Ltot + 2Stot)

= - % (ZItot - Ltot)
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Il campo di induzione magnetica B che agisce sul momento di dipolo magnetico &
proporzionale al momento angolare orbitale totale

¢
B=—="—1L 2.269
oo Lo (2269)

dove uph € introdotto al denominatore affinché ¢ abbia le dimensioni di un’energia.
Utilizzando la nota relazione che lega il momento torcente alla variazione temporale
del momento angolare, si scrive, facendo uso della Eq. (2.268) e della Eq. (2.269)

stot
dt

2
= ptot X Brot = —hfgftot X Lot (2.270)

Si riconosce in Eq. (2.270) la struttura formale tipica di un moto di precessione. Infatti,
ogni grandezza vettoriale v che precede attorno ad un asse fisso con velocita angolare (2

soddisfa 1’equazione del moto

dv
i Qxo (2.271)

Si puo facilmente verificare che 1’espressione
2
0 =22 (2272)

¢ dimensionalmente corretta.
Per dimostrare che anche Sty precede, si osserva che [yt € una costante del moto:
quindi la sua derivata temporale e nulla. Perci6 si deduce

d]tot _ stot dstot — dStot _ 7stot

= = 27
dt dt dt dt dt (2.273)
\-v-/
0
da cui, facendo uso del fatto che Liot = Jtot — Stot,
ds 2 2
d;Ot = ;g]tot X Lot = —hfglmt X Stot (2.274)

Pertanto Lyot e Stot precedono attorno a Jiot con la stessa velocita angolare ().
Per la determinazione dell’energia ¢, si fa uso dell’espressione nota per l'energia di
accoppiamento spin-orbita, data dalla Eq. (2.264) ed esprimibile in forma vettoriale come

Eso = %Ltot - Stot (2.275)

che si puo anche scrivere in termini di campo B e momento magnetico totale di spin yg
1 ¢
Eso = =7 Hs- Biot = 2 Liot - Stot (2.276)

Si ricava quindi che ¢ = h2§L5 /2 e percio la Eq. (2.272) si riduce a

Q = Zis|Jrot] (2.277)
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Soluzione del Problema 80

La regola di Landé afferma che la separazione AEg, tra ciascuna coppia di livelli di
struttura fine adiacenti caratterizzati da jiot € jiot + 1 € paria

AEso = Crs(jiot + 1) (2.278)

La regola si applica in accoppiamento LS purché Z non sia troppo piccolo.

Un multipletto 3D ¢ caratterizzato da Siot = 1 € Liot = 2: pertanto i valori ammissibili
di Jiot sono +1, +2 e +3.

Esso si risolve pertanto in tre livelli di struttura fine traslati, rispetto al livello imper-
turbato orbita-orbita di un ammontare dato dalla Eq. (2.264), pari a

(a) Eso(]tot = 1) = *3§LS; (b) Eso(]tot = 2) = *(;(LS; (C) Eso(]tot = 3) = +ZCLS (2-279)

E immediato verificare che la regola di Landeé é soddisfatta: infatti la separazione tra il
livello (a) e il livello (b) & pari a 21 g mentre quella tra il livello () el (c) e pari a 3§} s.

Si osserva che, non avendo fatto ipotesi sul segno della costante di accoppiamento,
il risultato & sempre valido: cio che si modifica & 'ordinamento dei livelli. Infatti, se
¢Ls > 0 (multipletto regolare) allora si ha E; < E; < E, conlo stato a Jiot maggiore a piti
alta energia; viceversa, se {1 s < 0 (multipletto invertito) si ha E; > E; > E, con lo stato
a Jiot maggiore a pilt bassa energia.

‘ Soluzione del Problema 81 ‘

Si osserva che per lo stato S la correzione spin-orbita & nulla (Siot = 0) e si indica con Eg
la sua energia. Denominata Ep 1’energia del livello P prima della correzione spin-orbita,
occorre applicare le correzioni date dalla Eq. (2.264), che valgono

Eso (Itot = ;) = —C1s; Eso (]tot = 2) = +%§Ls (2.280)

E— 2

ot P32
P \“‘

—3:................ pagnnnnnn

“ Piso

A2 A

S Y. v
TTTRTLTT 231/2

Figura 2.3: Diagramma dei livelli per il doppietto di struttura fine
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Rappresentando I'ordinamento dei livelli come in Fig. 2.3, si osserva che le separazioni
tra i due livelli che danno luogo alle transizioni sono Ae; = Ep — Eg + %C:LS e Aey =

Ep — Es — is.
Poiché sono note le lunghezze d’onda associate, si puo scrivere

1 1 1 1
Aey —ANey =he | — — — ] =1.986-10"2° —— — ——)-10"m!
camoe =i (/\1 /\2> 98610 %) m <5890 5896) 0" m (2.281)
=3432-107%] = 2.142 meV
Draltra parte, si ha che Aey — Aep = %CLS, quindi
fls = § -2.142 meV = 1.428 meV (2.282)

Soluzione del Problema 82 ‘

Ricordando che le regole di selezione per transizioni di dipolo elettrico sono:
o AL =41
o AJ=0,=l1

si ottiene la soluzione riportata in Fig. 2.4

Figura 2.4: Diagramma dei livelli energetici e possibili transizioni considerate nel Pro-
blema 82

Soluzione del Problema 83

La struttura elettronica di stato fondamentale dell’argento e: [Kr]4d195s!, con un solo
elettrone fuori da shell complete e numero quantico angolare orbitale / = 0. Pertanto

|pz] = |ps,z| = 1 (2.283)
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interazione interazione
coulombiana spin-orbita
77777777 1
/ 1 S SO
—(I;\ 1
2 | —eeee D2
np lD L 3P2
sp N ; Py
Py

Figura 2.5: Splitting del livello np? con interazione Coulombiana e interazione Spin-
Orbita.

dove il simbolo yp indica il magnetone di Bohr.
Quando tale momento magnetico é diretto come il campo e ha verso opposto, l'energia
potenziale magnetica Emag,opposto vale

Emag,opposto = — s * B= Us, B = 0.58 - 10~ *eVv (2.284)

Una fluttuazione termica che inverta l'orientazione del momento magnetico ato-
mico comporta una energia Ejnyersione data dalla differenza tra Emagopposto © 1’energia
Emag equiverso che lo stesso momento magnetico ha quando & parallelo ed equiverso al
campo esterno. Dunque:

Einversione = Emag,opposto - Emag,equiverso = VS,ZB - (*,us,zB) =1.16- 10_4 eV (2-285)

Poiche a temperatura ambiente vale che kg T = 25 - 1073 eV, risulta evidente che & possibile
che l'orientazione del momento magnetico atomico sia invertita per fluttuazione termica.

Soluzione del Problema 84

La soluzione é riportata graficamente in Fig. 2.5
Per tale configurazione risulta: L = 3, S = 3/2, | = 3/2. Quindji, il momento magnetico

totale é:
B 3J(J+1)+S(S+1)—L(L+1) _\F
A A e 210 D) HB =\ 5HB (2.286)

dove pp € il magnetone di Bohr.

’ Soluzione del Problema 85 ‘

La funzione d’onda elettronica globale per I'atomo di litio (Z = 3) e per I'atomo di
berillio Z = 4 si possono esprimere in termini del determinante di Slater che contenga
Z funzioni d’onda idrogenoidi a 1 elettrone. Si indica nel seguito la funzione d’onda
monoelettronica per il k-esimo elettrone con la notazione compatta

U 2 ®) (2.287)

nl
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dove ¢, indica la parte spaziale e ) lo spinore. Quest’ultimo puo assumere solo due
configurazioni « e 3, corrispondenti allo stato di spin up e di spin down.
Per il litio, il determinante di Slater si esplicita nella forma seguente

lpga(l) lp%;‘g(l) lp%;,x(l)
Y = % ¥y a2 T /3(2) 5. (2 (2.288)
el i) ) i) el

Focalizzandosi sullo sviluppo del determinante, si ottiene

P a Wy gy a® — il al wf)a“ wls g
BV a@ypPa® 4 plh g0 22y (2.289)
+piaWypPa@yPpe) _ g1y @ pR)y3),6)

Poiché si intende ragionare sulla simmetria, si puo semplificare la trattazione osservando
che la funzione ITy ;s definita come il prodotto, per due indici k # k' qualsiasi, di due
orbitali

k) (K
e = k) (2.290)
& simmetrica per scambio degli indici k, k’.2
Pertanto, la Eq. (2.289) si pone nella forma
Mza’ /3 les ~Tyzal! 1!’5? (z)ﬁ(3)
—T;,8Wa@p{Pa® 411 3[5(1 P a@a®) (2.291)
+H231,IJ§?1X « 2),6 Hzglp Vg ﬁ( o)

ovvero
P a le( W@ _ 4@l >+¢2 HB( (3)l3(”—0¢“)ﬁ(3))+
TARPT) § I (M BB _ 4 ﬁ(2>)

Si riconosce nelle quantita tra parentesi la forma della funzione d’onda spinoriale di
singoletto, che per compattezza si puo scrivere come

(2.292)

1 o L
Sij = 7 ((X(l)/g(]) — a(])ﬁ(l)) = —S;; (2.293)

pertanto
YL = 7 {1/’25 13281, + %s 115,83 + 1/’25 a1 H23523} (2.294)

Questa forma rende manifesta la simmetria della parte spaziale: infatti la permutazione
di due indici k, k" non ne muta il segno. A titolo di esempio, se si applica 'operatore di

2Lo studente riconoscera immediatamente che IT & proporzionale alla funzione d’onda spaziale di prova
che ¢ stata utilizzata per lo studio dell’atomo di elio se nl = 1s
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permutazione Py, che scambia gli indici 1 e 2 si ottiene

1
Py = \ﬁ {wg)“(3)1—[21521 _‘_1102)0((1)1—[32532 " lpg)a(z)nlssm}
1
= 3 [B’éﬁ)a(a)mz(—su) + ll’g),x(l)nzs( Sy3) + 1/)25 @)1 (S5 )} (2.295)

= —tr

da cui si evince che I’antisimmetria globale é garantita dalla parte spinoriale, in partico-
lare, dal singoletto posto a fattore.

Incidentalmente, si deduce anche che lo stato fondamentale cosi costruito € un dop-
pietto, poiché a puo essere indifferentemente associato allo stato di spin up o di spin
down.

La risoluzione nel caso dell’atomo di berillio Z = 4 procede sulla falsariga del
procedimento illustrato per il litio: si scrive cioé

wg?w“) Pl B0 pia) il )

v = L wga(z) 4’%)/5(2) tp%vc@) w%;ﬁ(z) (2.296)
V8 tpls)w“) o )/5“’ ¥, )a@ IP%Z)[%“)
pia® i@ plHa® iYW

ma piuttosto che sviluppare completamente il determinante ci si riconduce al caso prece-
dente, per il quale e gia nota la soluzione. Si scrive cioe, sviluppando rispetto alla prima
riga,

B o i [EO %i"“” o

Prs 0 gy B e gy BN | — i B ) l/’ a®) 1/’ Bl
P B 9h)ald 9l P gD glDp 0297,

B S [ BPOO *”%ﬁ@ g

VY@ i By BO — 1y B [ pr ) v ﬂ<3> ¥y, a®

pial® pll @ i) pial® pl g e

Ciascuno dei 4 determinanti 3 x 3 e esattamente riconducibile al determinante di Slater
svolto per I'atomo di litio. Infatti:

e il quarto dei determinanti 3 x 3 in Eq. (2.297) é perfettamente identificabile con
quello in Eq. (2.288). L'unica differenza é che l'indice k varia tra 2 e 4;

o il terzo determinante in Eq. (2.297) si differenzia dal quarto solo per la scelta del
spinore f al posto di « nell’orbitale 2s. Quindi, traslati gli indici e ripetendo lo
svolgimento, si ottiene una formula uguale a quella in Eq. (2.294) ma con B al posto
di w;

e il primo e il secondo determinante si riconducono al terzo e al quarto in due passi.
(1) Mediante una permutazione ciclica® delle colonne, si portano gli orbitali 2s in
testa; (2) a parte il pedice, & manifesto che il primo determinante corrisponde alla
forma del terzo e il secondo a quella del quarto.

3Come noto, una tale permutazione non altera il segno del determinante.
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Il ragionamento esposto e la formula in Eq. (2.294) portano ad una sola conclusione
incontrovertibile: 1’espressione in Eq. (2.297) e pari a

V2 {lPﬁ [lPls)ﬁ TasSs + 912 BT 1S + 917 B2 H34534}
—wL i [1/’15 M1p3S5 + llfls 1Sy, + 1,015 H34534}
piat [%S BT ToSs + ¢, ﬁ O1p8s, + i3 B )H34S34}

llst ,3 { aWT1p3803 + llst G184, + 1/125 H34534] }

(2.298)

Sfruttando la definizione della funzione Il 4/, si ha

V2 {“(1) [ﬁ(4)H14H23523 + ﬁ(S)H13H42542 + ﬁ(z)H12H34534}
—pv [0‘(4)H14H23523 +a® T30S, + 04(2)H12H34534}
(2.299)

al) [5(4)1_[141—123523 + B 311480 + 13(2)1_1121134534}

-p [ 141153805 + &P T334 S0 + &l )H12H34534}
e raccogliendo a fattor comune

2v2 {H14H23523(06(1)[3(4) — BMa®) 4 1311584 (VBB — a® gy
(2.300)
+ ol 134834 (a Vg — “(2)5(1))}

Applicando, infine, la notazione per S;;
4 {T1141123523514 + T113114254 513 + 1121134534512 } (2.301)

si ottiene il risultato agognato
1
PBe = 7 {I1441153523514 + 1131142540513 + T1121134 534510 } (2.302)

Nuovamente, la simmetria della parte spaziale e palese, cosi come il fatto che 1’antisim-
metria globale di yg, & garantita dalla presenza delle coppie di funzioni di singoletto (per
convincersene, siimmagini di applicare anche qui P;). Nel berillio, tuttavia, lo stato fon-
damentale e di singoletto, come si pud dimostrare rapidamente applicando 'operatore
§Z .

Quindi entrambi gli atomi hanno la parte spaziale della funzione d’'onda simmetrica.

‘ Soluzione del Problema 86

Il comportamento dell’atomo di piombo, caratterizzato da un valore di Z elevato (82) sara
certamente meglio descritto dallo schema J] mentre per I'atomo di alluminio (Z = 13) e
pitt opportuno l'uso dello schema di Russell-Saunders.
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Soluzione del Problema 87 \

Avendosi, nel caso generale,

- me? b

B 27tegh? 20 +1
ne discende che nel caso in esame (! = 0), si ricava agevolmente b in funzione di ¢/, il cui
valore e dato dal testo (6] = 2.2)

61 (2.303)

2
b= 2 5 5821.102m (2.304)
me?
sicché .
z == +1 (2.305)

Il valore di r necessario per fornire il risultato numerico si pu6 ricavare sfruttando il fatto
che, grazie all'introduzione di 41, si puo trattare I’atomo come se fosse idrogenoide. Il
modello di Bohr impone allora che

r = (n*)z% (2.306)
e dunque
Z*—LZ*+1:>Z*— 1—L o (2.307)
- (n*)zuo - (n*)Zao .

Il potassio si colloca nel quarto periodo: quindi I’elettrone ottico ha n = 4 e il numero
quantico efficace € n* = n — 6/ = 1.8. Sostituendo i dati numerici si trova Z* = 1.51.

Se ne deduce che l'azione di schermo esercitata dagli elettroni nei gusci completi
sottostanti & quasi completa (se lo fosse, si avrebbe Z* = 1).

\ Soluzione del Problema 88 \

Limitandosi ai dati forniti nel Problema 87, si trova, per diretta applicazione della
Eq. (2.303) con il valore di b ricavato, che il confronto con i dati presenti in letteratura
forniti nel testo del Problema 88 e cosi riassumibile

orbitale p (I = 1) valore calcolato: 6! = 0.733  in letteratura: 5] = 1.74
orbitaled (I =2) valore calcolato: 61 = 0.44 in letteratura: 6 = 0.25 (2.308)
orbitale f (I = 3) valore calcolato: 61 = 0.31 in letteratura: 6] = 0.01

Il disaccordo che emerge ¢ catastrofico ed € dovuto all’assunzione, infondata, che b sia
costante per i quattro orbitali s, p, d, f.

In realta, b & una funzione del raggio r (dunque di /) e, sulla base dei dati forniti, il
suo valore puo essere facilmente calcolato per ciascun orbitale. Infatti, dalla Eq. (2.303)

si
- 27tegh?
b(l) = . (21 +1)é1 (2.309)

cosicché il rapporto tra due valori di b calcolati per Iy # I, & paria
b(ly) (2 +1)81M

b(l) (21, +2)51?) (2.310)
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Si assume allora come riferimento I, = 0, per il quale & noto che b(l;) = 58.21-1072 m
e 81(0) = 2.2; ne consegue, usando i valori di difetto quantico della letteratura,

1.74 5821 -10712m

():m- 3 =153-107"'m
10-12

(2) = % ;0821 107 " m ;O M 132.10 2m (2.311)
10-12

( ):%_5&21 ;o m e 0o

Per interpretare dal punto di vista fisico I'andamento numerico osservato, si puod proce-
dere al calcolo di Z* come visto nel Problema 87. Si ricava allora

Z*(s) =151 Z*(p) =104 Z*(d) =1.002 Z*(f) = 1.00004 (2.312)
——_— ——
dal Problema 87

dove la flessione del valore di Z* segnala l'affievolirsi dell’interazione elettrone-nucleo.
La causa € la minore penetrazione della funzione d’onda elettronica nelle regioni circum-
nucleari al crescere del numero quantico /.

\ Soluzione del Problema 89 \

Seguendo la regola dell’aufbau si devono disporre i 15 elettroni del fosforo secondo lo
schema
-
s 2s P s P

di core di valenza

La notazione spettroscopica risulta essere S 3, essendo nullo il contributo al momento an-
2

golare e allo spin totale dei gusci s e p completamente occupati e dovendosi massimizzare
lo spin totale (prima regola di Hund) per il sottoguscio 3p parzialmente occupato.

La velocita di precessione & nulla, 2 = 0, fatto che si puo dedurre in almeno 2 modi,
logicamente equivalenti

1. punto di vista geometrico. [t coincide con Siot, condizione che determina 1'im-
possibilita geometrica di un moto precessionale;

2. punto di vista elettromagnetico. Lt = 0. Quindi nessun campo di induzione
magnetica agisce sul momento di dipolo magnetico totale (che & non nullo).

Per il sodio, che ha Z = 11, la notazione spettroscopica 2S 1 chiarisce immediatamente

che anche per esso (2 = 0. Ben differente ¢ il caso del ﬂuoro (Z = 9) che ha notazione
spettroscopica 2p;.

2
In questo caso, ] precede ad una velocita angolare € il cui modulo & pari a

CLS Jiotl = L8 L et ots1) = fS CLS (2.314)

dove la costante di accoppiamento puo essere determinata dai dati sperimentali.



130  Capitolo 2. Fisica degli atomi

\ Soluzione del Problema 90 \

Il segno della costante di accoppiamento determina la configurazione di multipletti
ordinari o invertiti.

Se la costante di accoppiamento € positiva, la configurazione piti stabile & quella in cui
i vettori Lot e Stot tendono all’antiparallelismo, mentre per valori negativi della costante
di accoppiamento, essi tenderanno a disporsi parallelamente.

Ovviamente, la configurazione di perfetto (anti)parallelismo non puo essere general-
mente raggiunta per l’esistenza di una velocita di precessione non nulla.

Soluzione del Problema 91 ‘

Si osserva che con il campo di induzione applicato (1 T) e per gli elementi a basso Z
considerati, ci si attende di dover applicare lo schema di accoppiamento di Russell-
Saunders e che si manifesti |'effetto Zeeman.

Tenuto conto che la notazione spettroscopica per il litio, il fosforo e il fluoro ¢, rispet-
tivamente, 2S1, *S; e 2P3, la banale applicazione della formula per il fattore ¢ di Landé

restituisce il Vélore22 per2ﬂ litio e il fosforo e 4/3 per il fluoro.

Il numero di sottolivelli in cui si risolve, per effetto dell’interazione con il campo B, lo
stato fondamentale & pari al numero di possibili valori che m; pud assumere: quindi si
avranno 2 sottolivelli per il litio e 4 sottolivelli per il fosforo e il fluoro.

L'apertura massima del livello fondamentale (la distanza tra i sottolivelli a massima e
minima energia) si ricava sfruttando la formula

Emag = gupm B (2.315)

che nel caso del litio da un’apertura di 0.12 meV, nel caso del fosforo di 0.35 meV e nel
caso del fluoro 0.23 meV.

Soluzione del Problema 92 ‘

L'affinita elettronica E, € I'energia che viene rilasciata nella reazione di cattura di un
elettrone libero da parte di un atomo neutro. In altri termini, per un generico atomo X,
siha

X+e =X +E (2.316)

In modo del tutto equivalente, si puo dire che E;, & pari, in modulo, all’energia di legame
del sistema costituito dall’elettrone addizionato all’atomo neutro.

Le sue unita di misura sono quindi quelle tipiche di un’energia, ovvero il Joule, ma
non & inusuale che possa essere espressa in eV, k] mol~! oppure kcal mol~!.

Risulta massima per gli alogeni poiché i loro anioni hanno una configurazione
elettronica con tutti i gusci occupati.

‘ Soluzione del Problema 93 ‘

Perché gli autostati dell’energia dipendono anche dal numero quantico I: tale dipendenza
risulta assente se l’elettrone sperimenta un potenziale elettrostatico globale coulombiano
(V « r~1), condizione che non si verifica negli atomi multielettronici per la presenza
delle mutue interazioni elettroniche.
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’ Soluzione del Problema 94 ‘

Diminuisce, poiché si riduce la sovrapposizione tra le funzioni d’'onda.

’ Soluzione del Problema 95 ‘

Richiamando la forma per il momento di dipolo magnetico dovuto a |

w=-(2e)1 (2317)

e tenendo conto del fatto che si esercita un momento torcente pari a #; x B, la Seconda
equazione cardinale della Meccanica prescrive

a
i Uy xB (2.318)
Pertanto a]
g _ (kB
= ( ] gB) xJ (2.319)
N——
Q

dove l'identificazione del primo vettore a prodotto con la velocita angolare di precessione
& possibile grazie al fatto che il modulo di J deve conservarsi.

Soluzione del Problema 96 ‘

La velocita angolare () é legata al fattore di Landé, per il calcolo del quale occorre la
notazione spettroscopica. Per il litio, il fluoro e 1’azoto (che appartiene allo stesso gruppo
del fosforo) siha g1; = gn =2 e gr = 4/3.

Per il boro (ZP%) si ha ¢ = 2/3 mentre per 'ossigeno (*P,) si ha gg = 3/2.

Se si tenta di calcolare il fattore di Landé per il berillio, il carbonio e il neon, invece,
la formula restituisce un valore indeterminato perché non si ha moto di precessione.
E opportuno segnalare che la ragione fisica per la quale non si ha precessione & perod
differente: nel caso del berillio e del neon & dovuta al fatto che i gusci elettronici sono
tutti completamente occupati e non vi & quindi alcun contributo al momento magnetico
per via angolare L = 0 e per effetto dello spin S = 0. Nel caso del carbonio, invece,
"ultimo sottoguscio non & completamente occupato e si ha L = S = 7 ma le interazioni
interne cospirano affinché J] = 0, dando una cancellazione esatta dei due contributi.

Pertanto si ha la sequenza riportata nella seguente Tabella:

Li Be B C N O F Ne
Q 2ugh 'B 0 2/3ugh 'B 0 2ugh 'B 3/2ugh 'B 4/3ugh 'B 0

Tabella 2.12: Velocita angolare () della precessione di |

E pacifico che i risultati non si estendono a tutti i periodi successivi poiché per Z
elevati cade in difetto lo schema di accoppiamento di Russell-Saunders, che deve essere
sostituito da quello J].
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Soluzione del Problema 97 \

La differenza ¢ sottile eppure di portata concettuale molto grande: il metodo di Hartree-
Fock estende e corregge il metodo di Hartree originale imponendo 1'uso di una funzione
d’onda totalmente antisimmetrica. Grazie a questa modifica, non solo risulta concet-
tualmente coerente con la natura fermionica degli elettroni, ma migliora notevolmente
I'accordo con i risultati sperimentali.



Capitolo 3

Fisica delle molecole

Syllabus - Questo capitolo presenta problemi sugli spettri roto-vibrazionali (prima sezione) e
sulla struttura elettronica (seconda sezione) di molecole biatomiche. Nella prima sezione viene
sostanzialmente affrontato il problema di determinazione dei livelli energetici rotazionali o vibra-
zionali, come essi vengano popolati a temperatura finita e, infine, quali transizioni possano tra
essi avvenire per emissione o assorbimento di fotoni. Nella seconda sezione sono proposti problemi
relativi alle proprieta strutturali (una volta che risulti assegnato un modello di potenziale inte-
ratomico), quelle di legame e quelle di struttura elettronica (queste ultime affrontate a livello di
teoria elementare degli orbitali molecolari).

Riferimento bibliografico: L. Colombo, “Atomic and Molecular Physics - A primer” (second
edition), IOP Publishing 2023 - ISBN 978-0-7503-5732-6 (print)
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3.1 Spettri roto-vibrazionali di molecole biatomiche

3.1.1 Problemi
Problema 98

I moti vibrazionali delle molecole biatomiche sono, in buona approssimazione, descri-
vibili dal modello di oscillatore armonico. Ricordando che il potenziale V sperimentato
da una particella attorno ad un punto di equilibrio stabile 7y & ben approssimato dato
dall’espressione

_10%V

V(r)= T (r—r9)? (3.1)

r=ro

si dimostri che le vibrazioni di punto zero hanno frequenza vy pari a

Y |o*V
1/0 - -1 872
pr o
dove p e la massa ridotta della molecola, e si determini il valore della costante di
proporzionalita .

(3.2)

r=ro

Problema 99

Se si approssima il potenziale della molecola di HCI attorno alla distanza interatomica
di equilibrio Ry in forma parabolica come U = §(R — Ry)? si ottiene una frequenza
vibrazionale pari a v = 90 THz. Determinare la costante k e 'ampiezza dell’oscillazione
nello stato vibrazionale v = 1.

Problema 100

Determinare il livello rotazionale r piti popolato a T = 500 K per le molecole HCI, HF e
HBr e commentare il risultato.

Problema 101

Nota la costante di forza equivalente per una molecola di HCI pari a 470 N m~!, stimare
la differenza di energia tra il livello vibrazionale pit1 basso e il primo livello eccitato.

Problema 102

Noto il momento di inerzia per una molecola di HCl paria I = 2.66 - 10~ kg - m?, stimare
la differenza di energia tra il livello rotazionale piti basso e il primo livello eccitato.

Problema 103

A temperatura ambiente, le collisioni tra le molecole di HCl gassoso possono trasformare
sufficiente energia cinetica in energia interna per eccitare diversi stati vibrazionali. A
quale temperatura il numero di molecole nel primo stato vibrazionale eccitato € pari a
1/e (circa il 37%) del numero nello stato vibrazionale pitt basso?
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Problema 104

Assumendo che la distanza internucleare per la molecola Hy sia di 0.74 A, calcolare il
rapporto tra il numero di molecole idrogeno negli stati rotazionali ¥ = 3,r = 2,r =1
(dove r € il numero quantico rotazionale) rispetto al numero di quelle nello stato ¥ = 0 a
temperatura ambiente.

Problema 105

Si calcoli il momento di inerzia per la molecola di idrogeno e si trovi la temperatura
alla quale I’energia cinetica traslazionale media della molecola eguaglia la differenza di
energia tra lo stato fondamentale e il primo stato eccitato rotazionali. Che conclusioni si
possono trarre riguardo 1'occupazione degli stati eccitati per la molecola di idrogeno a
temperatura ambiente?

Problema 106

Si consideri un gas di molecole biatomiche alle tre diverse temperature T; = 100 K,
T, =300 K e T3 = 1000 K. Calcolare il rapporto tra il numero di molecole che occupano
due livelli che differiscono di una quantita AE, quando AE é dell’'ordine

1. della separazione tra livelli rotazionali contigui;
2. della separazione tra livelli vibrazionali contigui;
3. della separazione tra livelli elettronici contigui.

Per semplicita si assuma che ogni livello sia non degenere, indipendentememte dal fatto
che sia rotazionale, vibrazionale o elettronico. Infine, nel solo caso dei livelli rotazionali,
discettare sulla validita dell’assunzione che essi non siano degeneri.

Problema 107

II livello rotazionale pit1 popolato di una molecola biatomica e r = 7a T = 700 K.
Ricavare il momento di inerzia.

Problema 108

Sapendo che la distanza internucleare per H; ¢ pari a 0.074 nm, calcolare il rapporto tra il
numero di molecole Hj negli stati rotazionalir = 3,7 = 2er = 1 (sia r ilnumero quantico
rotazionale) rispetto al numero di quelle nello stato r = 0 a temperatura ambiente.
Rappresentare graficamente e commentare il risultato.

Problema 109

Calcolare l’energia e la lunghezza d’onda dei fotoni assorbiti dalla molecola 2"Hg**Cl
nelle seguenti transizioni tra stati rotazionali:

1. prima transizione: r =0 —r =1



3.1. Spettri roto-vibrazionali di molecole biatomiche 137

2. seconda transizione: r =1 — r = 2.

Si assuma per la distanza internucleare il valore Ry = 2.23 A.

Problema 110

Una molecola biatomica omonucleare ha lunghezza di legame di 2.7 A e viene dissociata
da fotoni UV con lunghezza d’onda 150 nm. Sapendo che il livello rotazionale piit
popolato a T = 600 K & quello con r = 2 e la frequenza di punto zero & di 600 THz. Si
supponga di poter descrivere tale molecola tramite il potenziale di Morse

WWorse = De{l - exp[—a(r - 70)]}2 (33)

dove rg € la lunghezza di legame nel punto di minimo, D, 'energia di dissociazione e il
parametro a in approssimazione armonica si calcola essere

_ [
a= 2D€w (3.4)

dove w e u sono rispettivamente la pulsazione caratteristica e la massa ridotta della
molecola.
Determinare

1. il valore numerico esatto dei parametri del potenziale di Morse per la molecola in
esame;

2. lalunghezza d’onda della radiazione emessa nella transizione tra gli stati vibrazio-
nali v = 3 e v = 2 e chiarire se tale lunghezza d’onda corrisponda a radiazione
nello spettro infrarosso o nello spettro ultravioletto.

Problema 111

Sapendo che 'ossigeno molecolare & descritto dal potenziale di Lennard-Jones
V(r)=Ar 24 Br®

dove r ¢ la distanza inter-nucleare, A = 49.826 eV - Alz e B =232.069 eV - Aé, calcolare
1. la pulsazione caratteristica della molecola;
2. il livello rotazionale pitt popolato a T = 300 K;

3. lalunghezza d’onda della radiazione emessa nella transizione tra i livelli rotazionali
r=7er=28.

Problema 112

La molecola HBr possiede un momento di inerzia pari a I = 3.29-10~% kg -m? e la
separazione tra i suoi primi due livelli vibrazionali & pari a 324 meV. Calcolare

1. la separazione tra i livelli vibrazionaliv =2ev = 3;
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la separazione tra i primi due livelli rotazionali;
la lunghezza di legame;

la costante di forza per l'interazione ione-ione in approssimazione armonica;

S

la lunghezza d’onda della radiazione elettromagnetica assorbita nella transizione
r=2-—=r=3

Problema 113

Una molecola biatomica ha costante di forza k = 30 N m~!, massa ridotta # = 0.97 u.m.a.
ed energia totale di —2.3 eV quando la distanza di legame & pari al valore di equilibrio
rg = 2.3 A. Per essa:

1. calcolare I'energia di punto zero;

2. determinare la regione dello spettro in cui ricade il fotone emesso nella transizione
tra stati rotazionalir =8 —r =09;

3. spiegare perché se la molecola fosse omonucleare lo spettro non sarebbe osservabile;

4. calcolare il livello rotazionale che ha energia pari al livello vibrazionale con v = 2.

Problema 114

Una molecola biatomica eteronucleare ha massa ridotta y = 12.4 u.m.a., costante di forza
di legame pari a 327 N m~! e lunghezza di legame pari a 1.2 A. Determinare

1. la separazione in energia (espressa in meV) tra i livelli vibrazionaliv = 3 ev = 2;

2. I’energia del fotone emesso (espressa in meV) nella transizione tra i livelli rotazionali
r=3er=2;

3. il livello rotazionale pitt popolato a T = 25 °C.

Problema 115

Si consideri una molecola di azoto per la quale si sa che

e la transizione vibrazionale n = 2 <» n = 1 € caratterizzata da un’energia pari a
0.340 eV,

e il livello rotazionale piti popolato a T = 500 K & quello caratterizzato dal numero
quantico max = 9.
Usando queste informazioni, determinare:

1. il valore della costante di forza del legame, esprimendola in unita in N mL eil
valore della lunghezza d’equilibrio del legame, esprimendola in unita A
2. il livello vibrazionale piti popolato alla temperatura T = 500 K.

[Suggerimento: si assuma che il numero N (n, T)) di molecole che occupano lo stato vibrazionale n
sia dato dall’espressione di Boltzmann N(v, T) ~ exp [—hv(n + 1/2)/kgT| quando il sistema
é all’equilibrio alla temperatura T.]
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Problema 116

La transizione tra gli stati vibrazionali v = 0 <+ v = 1 nella molecola di HCI ¢ caratteriz-
zata da un’energia di 0.369 eV mentre la transizione tra gli stati rotazionalir =0 <> r =1
ha energia di 2.64 meV.

Determinare:

1. la costante di forza del legame, espressa in N m~!;

2. la lunghezza d’equilibrio del legame, espressa in A;

3. il rapporto N(r =2)/N(r = 0) tra il numero di molecole nello stato rotazionale
eccitato r = 2 e il numero di molecole nello stato ¥ = 0 quando le molecole sono
all’equilibrio alla temperatura T' = 100 K.

Problema 117

Si consideri una molecola biatomica omonucleare descritta dal potenziale di Lennard-

Jones
iy =e[(£)- (9] 03

cone =25eVer=21A.
Calcolare

1. la lunghezza d’equilibrio r del legame, espressa in A;

2. la costante di forza del legame k, espressa in N m~L;
3. I'energia potenziale Vj), espressa in €V, che la molecola assume nella sua configura-
zione di minima energia;

4. V'energia di dissociazione Eg;q5, OVVvero l’energia necessaria per portare i due atomi
costituenti la molecola ad una separazione inter-nucleare infinita.

Problema 118

Due molecole O, (lunghezza di legame 1y = 1.16 A, costante di forza k = 1230 N),
si trovano inizialmente nei loro stati vibrazionale e rotazionale fondamentali. Esse si
dirigono 1'una contro 1’altra collinearmente con velocita in modulo pari a vy, finché non
si urtano. Dopo l'urto, si allontanano con velocita ancora collineari e in modulo pari a
Uy /3.

Sapendo che esse emergono dall’urto negli stati eccitati v = 1,7 = 1, determinare

1. la velocita di impatto vy, espressa in m s 1
2. la frequenza v del fotone emesso nella transizione v = 1 — v = 0, espressa in THz;

3. l'energia £ rilasciata nella transizione ¥ = 1 — r = 0, espressa in meV.
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Problema 119

Il legame di una molecola biatomica omonucleare composta da due atomi di massa

16 u.m.a. & descritto dal potenziale di Lennard-Jones V(r) = Ar~12 — Br=® con A =

49.826 eV - A% e B = 32.069 eV - A®. Determinare:

1. la lunghezza di equilibrio del legame;
2. la pulsazione vibrazionale caratteristica della molecola;

3. il livello rotazionale piti popolato a T = 300 K.

Problema 120

Si osserva che la molecola HBr, caratterizzata da una lunghezza di legame di ry =
1.41 - 1071 m, mostra una separazione tra i primi due livelli vibrazionali pari a 324 meV.
Determinare

1. la separazione tra i primi due livelli rotazionali, in unita meV;
2. la costante di forza del legame, espressa in unita N m~1;

3. il livello rotazionale pitt popolato a T = 160 K.

Problema 121

La frequenza fondamentale di rotazione della molecola HF & di v = 1.233 THz mentre la
lunghezza d’onda A del fotone emesso nella prima transizione vibrazionale e di 2.435 ym.
Calcolare

1. la distanza di equilibrio internucleare Ry di questa molecola trascurando il moto
relativo dei due nuclei;

2. la costante di forza del legame H-F.

Problema 122

Spiegare perché una molecola biatomica puo essere modellizata come un oscillato-
re armonico semplice ignorando, in prima approssimazione, il suo moto rotatorio.
[Suggerimento: riflettere sulle scale di energia.]

Problema 123

Dare una stima della separazione in energia tra i livelli vibrazionali della molecola di
idrogeno e la pit1 piccola separazione che esiste tra i livelli rotazionali. Stimare per quale
velocita angolare di rotazione l'energia rotazionale eguaglia 'energia vibrazionale per
v=1.
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Problema 124

Si consideri una molecola di acqua. I dati sperimentali mostrano che sono necessari 493.4
k] mol~! per rompere il legame O-H.

1.

2.

Esprimere I’energia in unita del sistema internazionale e in eV;

assumendo che la rottura del legame avvenga collisionalmente, calcolare la velocita
nel sistema di riferimento del centro di massa delle due molecole di acqua incidenti
(una sola di esse verra dissociata);

assumendo che la rottura del legame avvenga per via radiativa, calcolare la lun-
ghezza d’onda del fotone incidente e la regione dello spettro e.m. in cui ricade;

stimare la temperatura alla quale, in condizioni di equilibrio, 1 molecola di acqua
su 1 milione é dissociata;

stimare il rapporto tra OH e molecole d’acqua neutre che ci si attende a temperatura
ambiente.

Problema 125

Scrivere il potenziale di Morse associato ai due legami O-H dell’acqua usando i dati del
Problema 124 e sapendo che la lunghezza di equilibrio del legame & 0.9584 A e ipotiz-
zando una frequenza caratteristica che corrisponda ad un numero d’onda dell’ordine di
3400 cm 1.

Problema 126

Nel 1933, il fisico John Slater ha mostrato come il teorema del viriale possa essere oppor-
tunamente adattato per spiegare la stabilita delle molecole biatomiche. Dopo aver letto
l’articolo originale di Slater !

1.

2.

5.

scrivere la forma che assume il teorema del viriale per una molecola biatomica;
elencare le approssimazioni introdotte da Slater per la derivazione;

dire in quali condizioni la formulazione modificata del teorema del viriale si
riconduce a quella gia nota;

riassumere le conclusioni tratte da Slater circa il ruolo dell’energia potenziale e
dell’energia cinetica nella stabilizzazione del legame;

spiegare il senso fisico del termine aggiuntivo nell’espressione del viriale.

Larticolo e disponibile all'indirizzo https://doi.org/10.1063/1.1749227
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Problema 127

Si assuma che 'energia potenziale di una molecola biatomica possa essere espressa in
termini della distanza internucleare r

A B
Ur) =5 -~ (3.6)
dove A e B sono delle opportune costanti numeriche valide per la molecola considerata.
Dopo aver determinato le dimensioni fisiche di A e B, calcolare i valori numerici che
devono assumere affinché la distanza di equilibrio sia rg = 0.7 A e I’energia nel minimo
sia E(rg) = —27.2 eV. Infine, usando la formulazione del viriale di Slater, determinare
I'energia cinetica media e I'energia potenziale media per r = req e per r = 1.2 A.

Problema 128

Determinare i parametri del potenziale di Morse sapendo che la frequenza di punto zero
della molecola & 72 THz e che 'energia di legame vale —0.1 €V se la distanza tra i nuclei
&35A.

Problema 129

Calcolare il momento di inerzia di una molecola biatomica eteronucleare sapendo che il
livello rotazionale piti popolato a T = 373.15 K ¢ il sesto. Dare quindi una stima della
lunghezza di legame sapendo che uno degli atomi che la compone ¢ il fluoro.

Problema 130

Calcolare la massa ridotta di una molecola biatomica descritta dal potenziale di Morse
seguente

. C\72
Entorse (1) = 5.16 €V {1 — exp (—2.618 A7 (r—1.208 A))} (3.7)

e determinare quanto vale I’energia cinetica media (T) per r = 2.40 A. Assumendo che
la molecola sia omonucleare, dire di quale molecola di tratta.
[Suggerimento: sfruttare la massa ridotta)

Problema 131

Si consideri la molecola di monossido di azoto (NO) e si costruisca il potenziale di
Lennard-Jones Ejj(r) chela descrive sapendo che la distanza di equilibrio & paria 1.15 Ae
la sua frequenza caratteristica & di 56.3 THz. Sulla base della parametrizzazione ottenuta,
calcolare la forza di richiamo nel punto in cui Egj(r) = 0.
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3.1.2 Soluzioni

‘ Soluzione del Problema 98 ‘

Si osserva preliminarmente che nell’espressione

2
V(r)= % C;T‘z/ - (r—ro)? (38)

r=ro

la derivata seconda calcolata in 1y deve assumere valore positivo affinché il punto di
equilibrio sia stabile.

Si riconosce nella Eq. (3.8) la forma del potenziale quadratico di un oscillatore
armonico unidimensionale: posto, infatti, ¥ — rg = x si puo scrivere

1 1
A S ) _
V(x) Skt = pwtx (3.9)
dove la costante di forza k, la pulsazione angolare w e la massa ridotta y del sistema sono
legate fra loro e dipendono dal valore della derivata seconda del potenziale in ry come
prescritto dalla coppia di equazioni

d*v

r=rp l’l

Lo spettro discreto di energie dell’oscillatore armonico € noto: denotato con v l'indice
intero si ha

Ep = hw (v + ;) (3.11)

La pulsazione angolare di punto zero ¢ quindi wy = w/2: passando alla frequenza v, e
sfruttando le relazioni in Eq. (3.10) si ha

1w 1 1 [d*V
W=rs—==— —T41/ == (3.12)
22 AT yh dr? |,
¥
che dimostra la tesi e determina il coefficiente ¢
Soluzione del Problema 99 \
La massa ridotta yu della molecola di HCl si calcola come
1 1\
U= ( + ) =098 um.a. (3.13)
my Mg

dove 1 u.m.a. (unita di massa atomica) & pari 1.66054 - 10~ kg.
Sfruttando il legame tra w e k espresso in Eq. (3.10) e ricordando w = 27v, si ha

v = 1\/; — k= 47'[21/2}1 =520N mil (314)
2\ u
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Per quanto riguarda 1'ampiezza dell’oscillazione, si osserva che nei punti di inversione
del moto l'energia totale & pari all’energia potenziale e che (R — Ry) corrisponde, in tali
punti, esattamente all’ampiezza A: pertanto, sfruttando 1'espressione per k trovata in

Eq. (3.14),
3, 1 5 8w | 3h o
2h1/ = 2kA = A= T Ve 0.185 A (3.15)

Soluzione del Problema 100 ‘

La probabilita di occupazione del livello energetico corrispondente al numero rotazionale
r ¢ data da

n, = C(2r +1)exp <_kErT) (3.16)
B

dove la costante di normalizzazione C soddisfa il vincolo C = 1/ Y72, n,, mentre E, =

2
%r(r + 1) e l’energia rotazionale associata al livello r—esimo.

Poiché nel testo si richiede di valutare il rapporto con il livello fondamentale (r = 0),

non € necessario valutare C e si scrive

ny

M (2 1)exp (_ = ) (3.17)

no

e pertanto la funzione da massimizzare in funzione dell’indice r &
hZ
f(r) = (2r+1)exp —Wr(r +1) (3.18)

Sebbene la funzione f(r) sia definita per punti, & possibile assumere che essa sia continua
e valutare la posizione del massimo imponendo la nullita della derivata prima. Si ricava

allora che
1 41kgT
Tmax = 5 ( b 1) (3.19)

hZ

che fornisce un’indicazione della posizione del massimo, da arrotondare all’intero piti
vicino. Per T — 0, la formula puo restituire un valore di rmax negativo: in tali casi, il
livello pit1 popolato & r = 0, come si pu6 dimostrare eseguendo lo studio di funzione.
Per il calcolo del momento di inerzia I = uR?, occorre consultare la letteratura per
ottenere le lunghezze di legame R delle molecole indicate e la tavola periodica per il
calcolo della massa ridotta.
Si trova che

Rur = 0917 A; Ry =127 A; Ry, = 141 A

(3.20)
pur = 0957 um.a. ; puygc; = 0.980 um.a.; yygp, = 0.995 um.a.

Calcolando il momento di inerzia e sfruttando la formula in Eq. (3.19) per T = 500 K si
ha max = 3.5 > 3 per HCl, rmax = 2.4 ~ 2 per HF e rax = 4.0 per HBr.
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\ Soluzione del Problema 101 ‘

Dall’espressione generale dello spettro di energie dell’oscillatore armonico E, = hiw(v +
1/2), si ottiene che la separazione tra due livelli contigui qualsiasi & fiw.
Inoltre, poiché mw? = k si ricava immediatamente, per la molecola di HC],

AE, 41 = hw = h\/i =5.667 - 1072°] = 354 meV (3.21)

Soluzione del Problema 102 ‘

Dall’espressione dell’energia rotazionale E; si ricava, per la molecola di HCI,

hZ
Erm1— Ermp = 7 = 418- 1072%] = 2.61 meV (3.22)

Soluzione del Problema 103 ‘

Sfruttando la statistica di Maxwell-Boltzmann si ha

Ny—1 _ _Ei—Ep\ _ _ hw
oo exp < kaT ) = exp ( kBT> (3.23)

Imponendo che il rapporto valga e~ ! si ottiene

_ o 354 meV — 4108 K (3.24)

T =2 —
kg  8.617-10 2meV K !

Soluzione del Problema 104

Richiamando quanto gia ottenuto nei problemi precedenti, si ha che

ny

2
— = (2r+1)exp <—217(BT1’(1’+1)> (3.25)

1o

calcolato il momento di inerzia della molecola di idrogeno (usando u = 0.504 u.m.a.,
R =0.74 A) si ha, per T = 300K,

" _0208; ™2 —0862; "L =1.670 (3.26)
no no no
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Soluzione del Problema 105

Il momento di inerzia si calcola rapidamente come I = uR?. utilizzando i dati del
problema precedente si ottiene I = 4.58 - 10~*® kg m?.

E’ gia stato mostrato che la differenza di energia tra i primi due livelli rotazionali &
pari a ?/ I, pertanto
2

n 3 2 h

Quindi a temperatura ambiente ci si aspetta che i livelli con » > 0 siano non trascurabil-
mente popolati.

‘ Soluzione del Problema 106

Le energie tipiche delle transizioni elettroniche sono dell’ordine dell” eV; per i livelli
rotazionali esse sono dell’'ordine del meV mentre per i livelli vibrazionali sono dell’ordine
di 300 meV.

Calcolando kgT per 1000 K, 300 K e 100 K si ottiene, rispettivamente, 86.17 meV,
25.85 meV, 8.617 meV.

Si deve dunque solo procedere al calcolo del rapporto tra le popolazioni nei due livelli
considerati (assumendo 'assenza di degenerazione) secondo la formula

M _ g (AE

Se AE = 8.617 meV (separazione tra i primi due livelli rotazionali) il rapporto assume i
valori 0.89, 0.96 e 0.99 a 100 K, 300 K e 1000 K, rispettivamente.

Invece, se la separazione €& quella tipica dei livelli vibrazionali, si ha, nell’ordine,
9.1-107%,0.021 e 0.313.

Nel caso, infine, in cui AE ¢ dell’'ordine dell’elettronvolt, il rapporto si mantie-
ne sempre considerevolmente piccolo ma aumenta vertiginosamente al crescere della
temperatura (4.0 - 1071 a 100 K, 1.6 - 10~ a 300 K e 9.12 - 10~ a 1000 K).

Per quanto riguarda la plausibilita dell'ipotesi di non degenerazione dei livelli, mentre
nel caso di livelli elettronici o vibrazionali essa puo essere ben fondata, nel caso di livelli
rotazionali essa non puo essere accettata, discendendo dal fatto che ad un autovalore non
nullo dell'operatore £2 (che determina l’energia rotazionale) non corrisponde un solo
autovalore dell’operatore L,. Pertanto,i2l + 1 stati con I (14 1) fissato, sono degeneri.

Soluzione del Problema 107 ‘

Invertendo l'espressione per rmax in Eq. (3.19) si puo ricavare facilmente il momento di
inerzia, usando la temperatura (T = 700 K)

2

= 7 (2rmax+1) = 6473-10 ¥ kg m? = 3,898 um.a. A? (3.29)
B

I

Ricordando che il momento di inerzia per la molecola di idrogeno & di 0.276 u.m.a. - A?

. . . 2 . .
mentre per la molecola di cloro si ottiene 70.05 um.a.- A", si vede che il valore e
fisicamente plausibile.
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Figura 3.1: Grafico qualitativo del popolamento dei livelli rotazionali trattati nel Proble-
ma 108

‘ Soluzione del Problema 108 ‘

Siano 1y ed 1, i numeri di molecole rispettivamente nello stato rotazionale fondamentale
e di numero quantico r quando il sistema ¢é all’equilibrio alla temperatura T. Applicando
la statistica di Boltzmann si ottene che

n
n—r = (2r + 1) exp[—(E, — Eo) /K, T] = (2r + 1) exp[—(h*/2D)r(r +1)/k,T]  (3.30)
0
dove E e E, sono le rispettive energie rotazionali, I € il momento d’inerzia molecolare,
kg la costante di Boltzmann.
Usando il valore T = 300 K e calcolando I per la molecola Hj si ottiene

perr =1 Z—(l) = 1.64 perr =2 Z—i =082 perr=3 Z—Z <05 (3.31)

corrispondente ad un andamento mostrato in Fig. 3.1. Pertanto, concludiamo che lo stato
rotazionale pili popolato a temperatura ambiente non é quello fondamentale.

Soluzione del Problema 109

La separazione AE, in energia tra due livelli rotazionali adiacenti di una molecola

biatomica & data da )

AE, = hTr (3.32)

dove I ¢ il momento di inerzia della molecola. Per la molecola 2OOHg35C1 tale momento
d’inerzia é facilmente calcolato come:

I=uR3=248-10"% kg m? (3.33)
dove p & la massa ridotta della molecola. Risulta pertanto

AE,—g =1 = 28-107°eV (3.34)
AE,_ 1. = 56-107°eV (3.35)
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Soluzione del Problema 110

1. 1l problema fornisce chiaramente il valore ry = 2.7 A, I'energia di dissociazione

_ @ 1240 eV -nm

== g = 8266V (3.36)

e la pulsazione caratteristica w = 47vg = 7.54 - 10'® Hz. Resta da determinare la
massa ridotta p.

Dalla conoscenza del livello rotazionale pitt popolato, r = 2, alla temperatura
assegnata, T = 600 K, si ricava il momento di inerzia I secondo la formula

1 ((2rmax+1)A 2 1 5 34 2
|=——|—F") =c——+=-(5-1055-10 =
kgT ( 2 8.284-10-21] \2 J (3.37)
=8.391 - 10~ *8 kg m?
pertanto
I ~28
U= 5= 1.15-10"“° kg (3.38)
0
Quindi
a=754-10"° Hz - 115-10 ®kg 49716 -10" m~! (3.39)
U 2-8266-1.60-10-19] ’
2. Lalunghezza d’onda della radiazione emessa & pari a
2108 me—1
Ao 300 ms o m (3.40)

v 1.2-105 Hz

Ricordando che lo spettro visibile si estende tra i 400 e i 700 nm & palese che la
radiazione ricade nello spettro dell’ultravioletto.

Soluzione del Problema 111 ‘

1. II punto di minimo si valuta imponendo I’annullamento della derivata prima e si

ha . .
AN\® 49.826 ¢6)\® o

L'approssimazione parabolica attorno al punto di minimo del potenziale di Lennard-
Jones, data da

2H T2 dr?

2 ) . A®
1 2o _ 142V (r) 2 _18B, 18-32069eV- A", (2000 kg s )72

1o s (1.208 A)8

da cui si ricava facilmente la pulsazione caratteristica w

2-2040 kg s—2
W= ,|—=sea———— =5543THz
| 9% uma.
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2. Dopo aver calcolato che il momento di inerzia I & paria I = urj = 1.938-
10~%kg m?, si ricava che il livello rotazionale piti popolato a 300 K & dato da

1/2
Tmax = 5 (h\/ TkgT — 1) =7995 ~8

cioé l'ottavo.

3. Ricordando che lo spettro rotazionale e dato dalla formula generale
12
Erot = Er(r +1)

per la transizione r = 8 — r = 7 si ha I’emissione di un fotone con energia

AEo = 4.591 - 1072 = 286.5 meV

4. Passando al calcolo della frequenza associata all’energia ricavata si ottiene

_ AEr _ 02865eV

- — 69.27 TH
h 4136-10-BeV-s z

v

Soluzione del Problema 112

1. Lo spettro vibrazionale e equispaziato: pertanto la separazione tra due qualunque
livelli successivi, v; ;1 e v; € di 324 meV.

2. Per quanto riguarda lo spettro rotazionale e sufficiente ricordare che esso e dato
dalla formula generale

hZ
Erot Zr(r +1) (3.41)
La separazione tra i primi due livelli rotazionali ¢ quindi pari a
hZ
AEt(r=1¢r1r=0)= T= 2.11 meV (3.42)

3. La lunghezza di legame ry si ricava dal momento di inerzia I, noto, e la massa
ridotta, ricavabile essendo nota la composizione atomica

p= e 6995 um.a. = 1.653 - 10 kg (3.43)
my + Mpr
si ha
I [329.-104 kg - m? .
— 1= —141A 3.44
0T\ \/ 1653-102 kg (.44

4. La costante di forza del legame, in virtti della approssimazione parabolica, & data
da
k = pw? (3.45)
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dove w, la pulsazione caratteristica, discende dalla separazione tra i livelli vibra-
zionali AE 0.326 eV
vibr : €
= = =4953TH 3.46
B 6582-10 16eV s § (3.46)
Pertanto
k=1.653-10"% kg - (4.95-10"s71)2 = 4055 N m™! (3.47)
5. Il fotone assorbito nella transizione rotazionale r = 2 — v = 3 ha energia €

hZ
€=r57 6 =211 meV -3 =633 meV (3.48)

e quindi la lunghezza d’onda vale

A= 5 - % —1.959-10 4 m (3.49)

Soluzione del Problema 113

1. La pulsazione caratteristica & pari a

w= \/E = 136 THz (3.50)

quindi 'energia di punto zero & pari a hvg = 45.08 meV

La separazione tra le righe dello spettro rotazionale si ricava ricordando che lo
spettro rotazionale é dato dalla formula
12
Erot = ﬁr(r +1) (3.51)

Pertanto 1'energia € del fotone emesso ¢ pari a

hZ 2
= . —72) = -18 =7. \Y% .52
€= 57 (90 ) 2 (urd) 8 33 me (3.52)
e la lunghezza d'ondaé A = % =0.17 mm

Perché la molecola non avrebbe dipolo elettrico (permanente)

Eguagliando le espressioni che forniscono lo spettro rotazionale e quello vibrazio-
nale

hw ?J—I—1 —h—zr(r—b—l) (3.53)
2) 21 '
si ottiene, per v = 2
224.6 meV = 04072 meV -r(r+1) (3.54)

risolvendo rispetto a r si ottiene 23.
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\ Soluzione del Problema 114 ‘

1. Dopo aver determinato la frequenza caratteristica v

1 [k
v=—-—,/— =20.06 THz (3.55)
2\l u

si calcola immediatamente la separazione in energia tra i livelli vibrazionali: hv =
82.95 meV.

2. Dopo aver determinato il momento di inerzia della molecola I come I = ur§ =
2.97 - 1074 kg - m?, si calcola la costante rotazionale B

_ h — -1 _ -1
B = P i 9441 m™ " = 0.9441 cm (3.56)
e I'energia del fotone emesso nella transizione tra i livelli rotazionalir =3er =2
E;—3_y—2 = 6Bhc = 0.702 meV (3.57)

3. I1livello rotazionale pit1 popolato a T = 25°C = 298.15K ¢ dato da

L1 [alkT
max — 2 hz

- 1) =9.985~ 10 (3.58)

Soluzione del Problema 115 ‘

1. L'energia della transizione vibrazionale 2 <+ 1 si esprime come

AE = hv (3.59)
dove la frequenza v e data da
1 [k
vV=—4/— (3.60)
2\ u
Trattandosi di una molecola di azoto, la massa ridotta risulta p = myN/2 =
7.0035 u.m.a. = 1.163 - 1026 kg. Pertanto
47%u(AE)? _
k =472y = % —3103Nm™* (3.61)

La lunghezza di equilibrio ly del legame siricava ricordando cheil livello rotazionale
"max Pill popolato ad una data temperatura T é dato da

1 [41kgT 1 4ukgT
Tmax = 5 ( 5z 1) =3 (lo 2 1) (3.62)

Sostituendo i dati numerici risulta che Iy = 1.1181 A.

2. Usando la formula suggerita per la distribuzione N(n, T), il livello n pitt popolato
e quello che verifica la condizione dN(n, T) /dn = 0.

II calcolo esplicito di tale derivata rende evidente che la sola soluzione possibile
sia v = 1, vale a dire che: il livello vibrazionale piti popolato & sempre quello
fondamentale, indipendentemente dalla temperatura.
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Soluzione del Problema 116

1. Si calcola la massa ridotta del sistema ricorrendo alla tavola periodica

_ mqmyg

= =098 um.a. = 1.628 -10~% kg (3.63)
my + mcy

Lenergia della transizione vibrazionale v = 0 <+ v = 1 si esprime come
AE = hw (3.64)

dove la pulsazione w & legata alla costante di forza del legame k

Mw? =k (3.65)
Pertanto si ricava che
AE\? 1
k=M = =511Nm (3.66)

2. La lunghezza di equilibrio del legame si ricava partendo dall’espressione che
fornisce I'energia del fotone scambiato nella transizione r <+ r + 1

2
AErr = 2Bhe(r +1) = (1) (3.67)

Nel caso r = 0, sostituendo al momento di inerzia I 1’espressione in termini di [y,
[ = MIZ, siha

h 2
ly = ———=—==127 A 3.68
0 MAEL (3.68)

3. Il rapporto tra le due popolazioni e dato da
N(r) Bher(r+1)
N(0) (2r+1)exp { keT (3.69)
cheperr=2eT =100K
N(2) _ 3\ _

Soluzione del Problema 117 ‘

1. Lalunghezza di equilibrio della molecola éil valore di ry per cuil’energia potenziale
€ minima. Calcolando la derivata dell’energia potenziale rispetto a 7 e ponendola
uguale a zero

7 :246

si ricava immediatamente che la lunghezza di equilibrio r( € pari a

avy 2012 b
| [ O ﬂ] =0 (3.71)

ro = 260 ~ 2.556 A (3.72)
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2. In approssimazione armonica, la costante di forza k del legame ¢ data dal valore
della derivata seconda dell’energia potenziale rispetto a r valutata in ryp. Si ha
quindi che

r d*Vi; B 312012 4206 |
- dr? = e |
= (3.73)

12 6
_ 02 | (O (Y| o163 % 10* Nm-!
r3 ) o

3. Lenergia potenziale V nella configurazione di minima energia si ottiene sostituen-
do rg nell’espressione del potenziale di Lennard-Jones:

12 6
Vo = de [(‘7> - (‘7> 1 — 2= _5eV (3.74)
ro ro

4. L'energia di dissociazione Eq si ottiene come differenza tra l’energia E« del sistema
nel caso in cui i due atomi sono a distanza infinita 'uno dall’altro e I’energia E
assunta dal sistema all’equilibrio.

Se la distanza r tende all'infinito si osserva che 1’energia potenziale tende a zero,
mentre dalla soluzione del punto (c) si ha che nella sua configurazione a minima
energia il sistema ha energia di -5 eV. Pertanto

Eq=0—Vy=5eV (3.75)

Soluzione del Problema 118

1. Il principio di conservazione dell’energia prescrive
1
Mo,z = 50,03 + 2(AEyip) + 2(AErot) (3.76)

dove AE;, e AE;: rappresentano, rispettivamente, 1’energia richiesta per promuo-
vere la molecola dal livello roto-vibrazionale fondamentrale a quello conv = 1 e
r=1.

Pertanto, poiché

2
AEj, = hwyp = h\/i —141.63 meV : AE; = :rz =0.1942 meV (3.77)
0

v = 5 | Aot T AEvib _ gg0 g5 -1 (3.78)
2 mo,

2. La frequenza v del fotone emesso nella transizionev =1 — v =0¢& paria

o AEvib
VT

si ha

= 34 THz (3.79)

3. l'energia & rilasciata nella transizione ¥ =1 — v = 0 & pari a 0.1942 meV
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Soluzione del Problema 119

1. La lunghezza di equilibrio ry del legame si trova imponendo che d\ggr) o= 0. Si
ottiene . )
A\® 49.826 o

2. La pulsazione vibrazionale caratteristica discende dall’approssimazione armonica
del potenziale, che equivale a imporre
1d%V(r)

2 dr?

1
= iywer (3.81)

o

dove p & la massa efficace della molecola. Pertanto

1 d?v 118B

w= 2BV [I18B _Sos qpue g (3.82)
Iu dr r=rg ]/l 7’0
3. Il momento di inerzia I & pari a
[ = pr§ =1.938-10"* kg m? (3.83)
quindi il livello rotazionale pit1 popolato a 300 K é dato da
1/2

"max = 5 | 3 IkgT —1) =7.995~ 8 (3.84)

Soluzione del Problema 120 ‘

1. Si calcola la massa ridotta
My MBy

= 0.995um.a. = 1.653-10"% kg (3.85)
my + Mmpyr

],[:

e si ricava il momento di inerzia I = ur3 = 3.29-10~% kg - m2. Sfruttando il fatto
che lo spettro rotazionale e dato da

2
Erot = 57 r(r+1) (3.86)
si trova quindi che la separazione tra i primi due livelli rotazionali e
hZ
AEt(r=14r1r=0)= T= 2.11 meV (3.87)

2. Lo spettro vibrazionale é equispaziato: pertanto, per qualunque coppia di v, v + 1
(con v > 1) si ha che l'energia di transizione é legata alla pulsazione w dalla
relazione

_ AEyip
h
e si ha quindi che la costante di forza, k, & pari a

= 492 THz (3.88)

k= w?u =400 Nm! (3.89)
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3. Illivello rotazionale piti popolatoa T' = 160 K &
1( |4lkgT
rmaxzi ( F;_1> =2 (3.90)

1. Lenergia rotazionale si calcola mediante la formula

Soluzione del Problema 121

12
E, = Er(r +1) (3.91)
dove r & il numero quantico dello stato rotazionale. Per lo stato fondamentale, r = 1
e quindi
hz
E_q = T (3.92)

Possiamo quindi ricavare la frequenza v come

_Ee— R
V== (3.93)

Dal momento che v & nota, possiamo ricavare il momento di inerzia I: dalla prece-
dente equazione si ottiene I = 1.36- 10~# kg - m?. A questo punto, poiché I = uR3
e la massa ridotta del sistema é calcolabile facendo uso della tavola periodica

1 1\!
p=|—+— =1.05um.a. (3.94)

my Mg

si ottiene Ry = /I/pu = 0.927 .

2. La costante di forza del legame, k & legata alla frequenza f del fotone emesso nella
transizione vibrazionale secondo la relazione

k= 4m*fu (3.95)
Ricordando che A f = ¢, dalla precedente equazione si ricava

4%y
A2

k= =1043Nm™! (3.96)

Soluzione del Problema 122

E’ noto che le energie associate ai modi puramente vibrazionali delle molecole sono di
almeno un ordine di grandezza superiori a quelle associate ai loro modi rotazionali.
Similmente a quanto fatto nella trattazione dello spettro dell’idrogeno, si puo procedere
prima allo studio dei livelli vibrazionali e quindi di quelli rotazionali, che costituiscono
un vago analogo della struttura fine dell’idrogeno.

Questo non implica che lo spettro rotazionale sia trascurabile rispetto a quello vibra-
zionale: infatti, si & visto nei problemi precedenti che i livelli rotazionali eccitati sono
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apprezzabilmente popolati rispetto a quelli vibrazionali per temperature dell’ordine di
300 K.

Una conseguenza di questo stato di cose € gia nota allo studente: si ricordera, infatti,
che nello studio dei gas biatomici ideali la molecola viene trattata come un manubrio
rigido, animato solo da moto traslatorio (3 gradi di liberta) e rotatorio (2 gradi di liberta).

Soluzione del Problema 123 ‘

Dai dati spettroscopici (Raman) risulta che il numero d’onda associato allo stiramento
del legame nella molecola di idrogeno & x = 4342 cm ™! e la frequenza caratteristica &
pertanto v = cx = 1.30 - 10'* Hz. La separazione tra i livelli vibrazionali & quindi pari a
hv = 0.538 eV.

I dati sperimentali comunicano, inoltre, che la lunghezza di legame & 1y = 0.74 A:
quindi il momento di inerzia & pari a I = prj = 0.276 uma.- A", La pit piccola
separazione tra i livelli rotazionali SE™™ & quella che esiste tra il livello r = 0 (per il quale
E, =0)eillivellor =1ed é paria

. K2
SEP™ = = = 1515 meV (3.97)

Il modo vibrazionale con v = 1 ha un’energia pari a 3/2hv = 0.807 eV: affinché un
modo rotazionale possieda una tale energia occorre che la velocita angolare w soddisfi
I'equazione

1
Elwz = 0.807 eV (3.98)

Sostituendo il valore del momento di inerzia si trova w = 2.375- 10 rad s~!. Si puo
stimare che ciascun atomo e caratterizzato da una velocita tangenziale di rotazione che
ordine di grandezza 10 km g1 (elevata, ma non fisicamente impossibile) e che il livello
rotazionale associato é 'ottavo.

Soluzione del Problema 124 ‘

1. Ricordando che in una mole sono presenti un numero di entita pari al numero di
Avogadro (N, = 6.022 - 10%3) e che un elettronvolt & pari all’energia posseduta da
una carica elementare sottoposta ad una differenza di potenziale di 1 Volt (1 eV =
1.602 - 10719 J), risulta che l’energia di dissociazione del legame O-H & pari a

Eop = 4934k mol ! =8193-107Y ] =5.114 eV (3.99)

2. La massa della molecola d’acqua e di 18.015 um.a.: e pertanto palese che per
energie dell’'ordine dell’elettronvolt il regime cinematico puo essere ben descritto
senza ricorrere alla formulazione relativistica. Nel sistema di riferimento del centro
dimassa, le leggi di conservazione dell’energia e della quantita di moto impongono



3.1. Spettri roto-vibrazionali di molecole biatomiche 157

le seguenti restrizioni sulle velocita

1 1 1
Mv? = EMU% + Emzv% + Emgvé + Eon

0 = Moy + mpvpy + M3z, (3.100)
0= ley + moUyy + M3v3y
0 = Moy, + mpvy, + m3vs,

dove M é la massa di una molecola d’acqua, mjy, m3 le masse dei frammenti H e
OH e i due membri delle quattro equazioni si riferiscono, con ovvio significato dei
simboli, alla situazione prima e dopo la collisione.

Chiaramente, il sistema e indeterminato, ma si puo osservare che il valore minimo
dell’energia cinetica complessiva iniziale Mv? compatibile con le leggi di conser-
vazione & pari a Eg_p5. Esso corrisponde alla situazione fisica nella quale tutta
I'energia cinetica viene sfruttata per la rottura del legame e le tre particelle finali
hanno velocita (finale) nulla nel riferimento del centro di massa. Pertanto

1

En. 2
0= (]?/IH) =5234kms? (3.101)

3. Siha
hce 1240 eV -nm

T Eon  5.1ldeV

La radiazione ricade nell’ultravioletto (UVC).

A

= 2425nm (3.102)

4. Per ottenere una stima della temperatura, si pud trattare la dissociazione assimi-
landola alla transizione in assorbimento in un sistema a due livelli energetici non
degeneri, con separazione pari a Eq.y. Affinché la probabilita di occupazione del
livello piti energetico sia pari a 10~ si dovra allora avere

6 O- O-

5. A temperatura ambiente (298 K), si ottiene il valore

exp [~ EOH ) ~ 1.38.10-% (3.104)
p

Soluzione del Problema 125 ‘

Per definire univocamente il potenziale di Morse, occorre fissare tre parametri: (1) I'e-
nergia di dissociazione D,, calcolata in precedenza, pari a 5.114 eV; (2) la lunghezza del
legame all’equilibrio rg, che & data (0.9584 A); (3) la costante di forza del legame, che
determina il parametro a nella forma generale del potenziale

2
Enmorse(r) = De (1 - e_ﬂ(r_m)) (3.105)
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L'approssimazione parabolica del potenziale attorno al punto di equilibrio garantisce che

Looona_lioon) 2 2w’
E(ya) e = 5 (211 De) = a" = 2D, (3.106)
dove la massa ridotta si puo calcolare a partire dalle masse dell’atomo di ossigeno e di
idrogeno (¢ = 0.948 um.a.) e la frequenza caratteristica si ricava dal numero d’onda
x = A~ (indicato nel testo) secondo l'identita

w =2nv = (27¢)x = 640.4 THz (3.107)

dacuia? =3.94-10"2 m~2 e quindi a = 1.985 A
I potenziale di Morse per il legame considerato si scrive, di conseguenza, come

1

- .\ 2
Enorse(r) = 5.114 6V (1 _ o~ 1985 A (r—0.9584 A)> (3.108)

‘ Soluzione del Problema 126 ‘

(a) Slater ha mostrato che, sotto opportune condizioni, il teorema del viriale per una
molecola biatomica lega il valor medio dell’energia cinetica T e dell’energia potenziale
V del sistema con l’energia totale E e la separazione internucleare R secondo la coppia
di equazioni

dE dE

T=-E-Rg ; V=2E+Rp (3.109)

(b) L'autore pone molta attenzione nello specificare che il ragionamento resta valido
fintantoché e possibile trascurare la vibrazione di punto zero e fintantoché vale I'appros-
simazione di Born-Oppenheimer (proposta 6 anni prima, nel 19272). Difatti, & proprio
la necessita di mantenere i nuclei fissati che fa scaturire la differenza tra E e la banale
somma (V) + (T) giacché & necessaria, in generale, una forza esterna per mantenere i
nuclei a distanza R tra loro.

(c) La formulazione specifica per le molecole biatomiche si riconduce alla forma pit
generale in due casi: (I) quando R corrisponde alla distanza di equilibrio Req, poiché
si annulla puntualmente la derivata prima dE/dR, e (II) per separazione internucleare
infinita, poiché si annulla asintoticamente sempre la derivata prima. Per R — 0 il
contributo aggiuntivo non e necessariamente nullo poiché la derivata puo divergere piit
rapidamente di 1/R.

(d) In generale, la stabilizzazione pud aversi sia riducendo 1’energia potenziale sia
riducendo I'energia cinetica. Ad energia totale fissata, pero, le due diminuzioni non sono
indipendenti. Slater dedica l'intera prima colonna della pagina 690 alla descrizione del
processo di stabilizzazione del legame: senza alcuna pretesa di completezza, si puod qui
riassumere la trattazione dicendo che, secondo Slater, & la rapida crescita dell’energia
cinetica, dovuta al confinamento, a determinare la repulsione per R < Req e dunque,
la stabilizzazione verso il valore Req. Nelle regioni in cui R > Req la diminuzione
dell’energia cinetica che porta alla stabilizzazione del legame &, invece, data dal fatto che

2Testo originale: https://doi.org/10.1002/andp.19273892002. Traduzione: http://www.chm.bris.ac.uk/
pt/manby /papers/bornop.pdf
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la distanza internucleare ¢ sufficientemente grande da non determinare un confinamento
apprezzabile: 'elettrone, muovendosi nella regione internucleare, sperimenta pero una
barriera di potenziale, dovuti all’assembramento della carica spaziale, che ne determina
il "frenamento’.

(e) II termine aggiuntivo rappresenta il contributo all’energia associato all’azione di
una forza che mantiene i nuclei ad una distanza definita: infatti, tale forza & nulla, ovvero
non ¢ necessario alcun vincolo, solo quando R ¢ estremamente grande oppure quando R
corrisponde alla distanza di equilibrio.

Soluzione del Problema 127

Poiché il testo del problema fornisce sia la posizione del minimo (ry = 0.7 A) sia 'energia
nel punto di minimo, imponendo la condizione di stazionarieta

dE A B
—_— = 7123 + - = 0 (3.110)
dr r=ro o 5
si ricava 12A
o
pertanto
11A
E(ro) = -272eV = - = —27.2eV (3.112)
T
0

cioé A = 34.23 meV - Alz equindi B = 20.773 eV - A, che determinano cosi I'andamento
del potenziale, illustrato in Fig. 3.2 nell'intervallo 40 pm < R < 250 pm evidenziando la
posizione del minimo (70 pm) e la sua energia (-27.2 eV).

Il teorema del viriale ricavato da Slater prescrive le due condizioni

(M) = —E-RIE (V) =261 RIE (3.113)

ma per R = 0.7 A la derivata prima dell’energia si annulla e si pud quindi scrivere
all’equilibrio: (T) =27.2eV (V) = —544eV (3.114)

Per r = 1.2 A, invece, il valore della derivata & non nullo e il termine aggiuntivo & pari a

E A B
£ = '1212 + = = 17.265 eV (3.115)
ar |,_12 A r 'ly=124A
quindi
ar=12A: (T)=9935eV (V)= —37.135eV (3.116)

Si noti che mentre la somma (T) + (V) resta costantemente pari a -27.2 €V, il calcolo di
E(r) inr = 1.2 A restituisce il valore -17.307 eV, giustamente differente da (T) + (V).

In conclusione, si pud osservare che 1'espressione di U(r) & simile a quella del po-
tenziale di Lennard-Jones (detto anche potenziale 12-6). Esiste tuttavia una sostanziale
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Figura 3.2: Potenziale ricavato nella soluzione del Problema 127: la distanza internucleare
€ espressa in picometri, I'energia in elettronvolt. La linea blu in tratteggio indica l'energia
del minimo, la linea rossa continua la sua posizione

differenza, perché il potenziale 12-6 decade piu rapidamente della U(r) utilizzata per
questo problema. La forma del potenziale di Lennard-Jones

C C
Uy(r) = rle - r% (3.117)

riproduce correttamente, a grandi distanze, I’andamento delle forze di van der Waals (dette
anche forze di dispersione) tra molecole neutre. Al contrario, la U(r) utilizzata per questo
problema ben si confa alla modellizzazione di un aggregato carico, poiché decade come
il potenziale coulombiano.

‘ Soluzione del Problema 128 ‘

Il potenziale di Morse

2
V(r)morse = De [1— e~ 0) (3.118)

& determinato dai 3 parametri a, rg e D,: essendo state specificate due sole condizioni,
quindi, non sara possibile fissare numericamente il valore di tutti i parametri.
Si osserva che il potenziale &€ una funzione non negativa che, nel limite di separazione
internucleare infinita, assume il valore asintotico D,, detto energia di dissociazione.
L'energia di legame per un valore specifico della distanza internucleare r resta quindi
definita come la differenza tra il valore V(r) e D,: tale quantita ¢ manifestamente negativa
fintantoché

r>

@ +1o (3.119)
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La frequenza di punto zero, vy = 72 THz, ¢ legata all’approssimazione parabolica del-
I'energia potenziale attorno al punto di minimo ry. Si esegue, quindi, la sostituzione di
variabile § = r — rg e si espande la funzione V(&) in serie di MacLaurin, ottenendo

v L 1dv

V(‘:)Morse - V(O) + Tg £=0 ¢+ 2 d(;rz _ (:2 + 0((:3)
— D HE - 1)| g > (~222De (e ) B Ho(@)
0 242D,

(3.120)

dove il termine del prim’ordine, corrispondente al modulo della forza agente sul punto
di equilibrio, & nullo, mentre il termine del second’ordine si puo porre nella forma

(24°D,)&* (3.121)

NI~

%ywzgz _

dalla quale si deduce la pulsazione caratteristica del sistema, w, e la frequenza di punto

Zero vy
2
w= 2P _w/2_a [De (3.122)
U 21 2t \| 2u

L'energia di dissociazione D, si esprime quindi come

8212
De=—; 0 (3.123)
e il potenziale di Morse, nel caso in esame, assume la forma
8722 212
V(&)Morse = ——5 1 [1 —e “ﬁ] (3.124)
a
Quando ¢; = 3.5 A—ry
8212 Y
—01eV =—De+V(&1) = —— 0y (1 - {1 —e “fv‘l} ) (3.125)
da cui
a? 2
1-01eV-—— = [1 - e‘“él} (3.126)
872 pvg

Per la maggior parte delle molecole, 3.5 A & superiore alla distanza di legame tipica,

quindi si puo assumere di poter espandere in serie ’esponenziale arrestandosi al termine
del prim’ordine

0.1eV

Y )

872y

N—_——
1

a* = 2a? (3.127)
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da cui, scartando la radice negativa,

=L (3.128)

Vel + @

Si scrive quindi

2
& ¢
%4 e = | ——5— +01eV | |1— - 3.129
(C)Mo se (87(21/0“1/[ + € exp g% o ( )

Null’altro puo dirsi senza specificare la massa ridotta y e la distanza di equilibrio ry.

‘ Soluzione del Problema 129 ‘

Riportando quanto gia ottenuto nei problemi precedenti, il numero quantico rotazionale
massimo in funzione della temperatura e

1/2 ——
e sostituendo i valori numerici dati nel testo del problema, si ha

1 [(Zrmax—i-l)h 2

I= = > ] =9.1204-10% kg m? = 54924 um.a. - A’ (3.131)
B

La lunghezza di legame r si pud ricavare, nota la massa ridotta y, dalla relazione I = yur3

ro = \/I;Tl _ m (3.132)

dove m1, my sono le masse dei due atomi della molecola biatomica.

Assumendo che il primo atomo sia il fluoro m; = mp, & conveniente analizzare
preliminarmente 1’andamento della massa ridotta per my; < my e my > my. Per il
primo caso, I’elemento meno massivo che possa legarsi al fluoro € I'idrogeno e si avrebbe
u = 0.957 um.a.; per il secondo caso, il pilt massivo elemento naturale disponibile e
I'uranio e si avrebbe 17.59 u.m.a..

Ne risulta che il vincolo su I impone che la lunghezza del legame debba diminuire
all’aumentare della massa m; e risulta compresa tra 2.396 A (se my = myy) e 0.56 A (se
my = my): poiché il raggio atomico di un elemento mostra una generale tendenza
all’aumento al crescere dimy, si pud ricercare il punto in cuii due andamenti siintersecano
per scoprire m;.

In particolare, si puo fare uso del raggio covalente ry, riportata per ciascun elemento
X nella tavola periodica, per stimare la lunghezza del legame come 7§ = rp + rx.
Incrociando 'andamento di r$1i™M@ e della Eq. (3.132) al variare di my, come mostrato
in Fig. 3.3, si osserva che 1'unico elemento che puo plausibilmente legarsi al fluoro per
soddisfare i vincoli prescritti & 'elio mp ~ 4: poiché, tuttavia, esso € un gas nobile,
si deduce che non puod esistere una molecola biatomica con momento di inerzia I =

54924 um.a.- A’ che contenga un atomo di fluoro.
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Figura 3.3: Grafico per l'identificazione del secondo atomo della molecola del Problema
129: la curva nera descrive I'andamento di Eq. (3.132) al variare di m, mentre i punti
blu rappresentano la stima della distanza di legame a partire dai raggi covalenti. Le due
curve in rosso mostrano l'incertezza associata a Eq. (3.132) dovuto al troncamento di #max
in Eq. (3.130) allintero pit1 vicino.

\ Soluzione del Problema 130 ‘

La frequenza di punto zero vy = 23.24 THz corrisponde alla pulsazione caratteristica
w = 47vy = 2.921 - 10 Hz: pertanto, applicando la Eq. (3.106) si ottiene

2

2618101 m~!
618 10 _m ) =1.328-10 % kg =

a2 ~19
=20, (L) =2-5.16-1.602 - 10 0 T
# ¢ (w) ]< 292110 Hz
=7.997 um.a.

(3.133)

Dal teorema del viriale si ricava, invece, (T) valutando, per R = 2.4 A, ’espressione

dE
T)=—E—R— 134
m) a (1349
ricordando che E & I’energia di legame, cioé E(R) = Epjorse(R) — De.
Si ottiene
(T) = (0.44535 — 2.4 - 1.13963) eV = —2.29 eV (3.135)

dove il valore negativo denota una situazione di totale instabilita meccanica della moleco-
la, mantenuta artificialmente coesa dalla forza esterna applicata ai nuclei. Ricercando le
condizioni per le quali (T) > 0 si trova, in effetti, che deve aversi 0.177 A < R < 1.282 A
e si puo quindi concludere che in condizioni naturali il legame puo considerarsi spezzato
(0 non ancora formato) per separazioni internucleari dell’ordine di 1.3 A.
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Nell'ipotesi in cui la molecola sia formata da due atomi eguali di massa m, si ha
ovviamente m = 2y = 15.994 um.a.: consultando la tavola periodica si verifica che il
potenziale di Morse dato descrive una molecola di ossigeno (in particolare, di 1°0)3

Soluzione del Problema 131 ‘

Se si assume la forma del potenziale di Lennard-Jones espressa come

A B

si calcola che la coordinata del minimo ¢ deve soddisfare I'equazione

A
s = 2% (3.137)

condizione che fissa il rapporto tra A e B. Le pulsazione caratteristica w e invece

-0.4 -

-0.6 -

-0.8 - L -

Approssimazione armonica

Energia (eV)

r (Angstrom)

Figura 3.4: Potenziale di Lennard-Jones per la molecola NO

legata alla derivata seconda valutata in g, come si dimostra mediante ’'approssimazione
armonica

Eyw re= T (3.138)
r=rp
dalla quale, svolgendo la derivata seconda e usando la condizione in Eq. (3.137)
d’E 156A  42B 368
2 LJ
— — - = 3.139
e dr? rli4 o, 1 ( )

r=ro

Lo studente pil1 attento osservera, giustamente, che la massa dell’atomo non da alcuna informazione sullo
Z, cosicché la molecola potrebbe essere egualmente di azoto o di fluoro biatomico. Ma consultando la lista
degli isotopi stabili dell’azoto e del fluoro si potra verificare che nessuno di essi ha massa pari a 15.994 u.m.a.
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La massa ridotta risulta paria y = 7.468 um.a. = 1.2402 - 1072 kg mentre w? = 47> =

1.2513 - 102 Hz2. Quindi, B = 1.31866 - 10°78] - m6 = 8.23eV- A’e A =952eV. A"
Il potenziale di Lennard-Jones ricavato si annulla in un unico punto 7/, che verifica
I'equazione
26
9.52 A
—— —823=0 (3.140)

7/

ovvero r’ = 1.02 A. Poiché 1" < ry la forza internucleare ¢ repulsiva ed @ pari

dE—lZ

952ev. A (. 823V A® eV
Tar - e 713 - v 77

F= =453 =7260N  (3141)

Il punto in cui il potenziale si annulla e il modulo della forza ivi agente non dipendono,
ovviamente, dalla parametrizzazione scelta per Ey.
Per passare alla forma alternativa (e fisicamente del tutto equivalente) del potenziale

di Lennard-Jones
(equiv.) g 12 (v 6
ESI) = ge [( r) (r) (3.142)

é sufficiente osservare che essa si riconduce alla precedente svolgendo il prodotto e
ponendo A = 4ec'? e B = 4ec®. Si ottiene

2

16 . B B
(@)o = <B> =102A ; (b)e= 5=+ =178eV (3.143)

Si vede, per confronto con la Eq. (3.140), che ¢ = 7/, cioé esattamente la distanza alla
quale il potenziale si annulla. € ¢ il modulo dell’energia di legame nel punto di equilibrio,
perché dalla Eq. (3.137) e dalla Eq. 3.143(a) si ricava

1/6
ro = (2‘;) =26y (3.144)

che sostituito nell’espressione per ESquiv') da esattamente —e. In Fig. 3.4 si riporta ’anda-

mento del potenziale ricavato e la sua approssimazione armonica. La rappresentazione
rende manifesto (a) che la parametrizzazione del potenziale internucleare mediante il
Lennard-Jones esibisce una spiccata anarmonicita anche per scostamenti dall’equilibrio
ridotti e (b) 'andamento asintotico riproducente il potenziale attrattivo r~® dovuto alle
forze di dispersione (in una molecola neutra).
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3.2 Proprieta elettroniche di molecole biatomiche

3.2.1 Problemi

Problema 132

Una proprieta interessante che puo essere calcolata nell’ambito della teoria LCAO e il
momento di dipolo elettrico (permanente) # di una molecola. Restringendosi al solo caso
delle molecole biatomiche, si spieghi (a) perché u e diverso da zero solo se la molecola &
eteronucleare e (b) perché gli alogenuri (ovvero i composti binari contenenti un alogeno)
sono caratterizzati dai massimi momenti di dipolo elettrico.

Problema 133

Con riferimento al Problema 132, si supponga che una molecola biatomica con lunghezza
di legame R sia totalmente descritta dall’orbitale molecolare pit1 esterno

P =1a +e€epp (3.145)

dove 1 sono degli orbitali atomici puri e normalizzati e € un coefficiente numerico.

Si assuma un sistema di riferimento cartesiano in cui l’asse z passa per i nuclei della
molecola e uno dei nuclei coincida con l'origine.

Nell’approssimazione in cui ’azione di schermo degli elettroni di core sottostanti sia
completa, la carica nucleare efficace agente sugli elettroni € +-e. Calcolare:

1. l'integrale di overlap;
2. la costante di normalizzazione per ;

3. il valore del dipolo elettrico in termini dell’integrale di overlap nel punto z = R/2.

Problema 134

Dire come varia la densita elettronica nella molecola descritta nel Problema 133 al variare
die.

Problema 135

Spiegare la differenza tra l'integrale di risonanza, di overlap e coulombiano e determinare
le dimensioni fisiche di ciascuno di essi. Quale delle quantita elencate ha un analogo
classico?

Problema 136

E’ noto che l'orbitale molecolare di una molecola biatomica omonucleare non ha una
simmetria sferica, bensi cilindrica. Riepilogare le motivazioni a sostegno della tesi;
spiegare, quindi, quali conseguenze ha la perdita della simmetria sferica sugli autovalori
del momento angolare.
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Problema 137

Spiegare, sulla base della teoria degli orbitali molecolari, perché non puo esistere una
molecola biatomica omonucleare formata da atomi del gruppo 18.
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3.2.2 Soluzioni

‘ Soluzione del Problema 132 ‘

Il momento di dipolo elettrico permanente della molecola ¢ nullo per molecole omonu-
cleari poiché il potenziale globale a cui e soggetto I'elettrone € simmetrico: pertanto, la
funzione d’onda eredita tale simmetria e non puo presentarsi la situazione in cui la carica
elettronica & permanentemente dislocata su uno degli atomi.

Tale condizione viene a cadere per le molecole eteronucleari, che possono cosi
manifestare valori di dipolo elettrico non nulli.

Per quanto riguarda gli alogenuri, la spiegazione puo equivalentemente darsi in
termini energetici o in termini di elettronegativita.

Ragionando sull’elettronegativita, gli alogeni ne possiedono i pii1 elevati valori: per-
tanto, gli elettroni di legame tenderanno, statisticamente, a risiedere maggiormente in
prossimita dell’alogeno.

In termini energetici, il fenomeno si puo spiegare tenendo presente che gli orbitali
molecolari si possono descrivere come combinazione lineare degli orbitali atomici ma il
peso di un termine della combinazione lineare e tanto maggiore quanto minore & 1’energia
dell’orbitale atomico a cui si riferisce.

Per meglio comprendere tale concetto, in Fig. 3.5 si rappresenta l'ordinamento (non
in scala) dei livelli elettronici per 1'idrogeno, il cloro e la molecola di acido cloridrico.
Si osserva che 'orbitale atomico 3s del cloro (e tutti quelli sottostanti) non contribuisce

_N
&
(5]
=]
d 4l u s
Iv Iv
H HCI1 Cl

Figura 3.5: Grafico qualitativo dell’ordinamento dei livelli di H, Cl e HCl. Gli orbitali
molecolari ibridi sono rappresentati in verde.

alla formazione dell’orbitale molecolare poiché troppo grande ¢ la differenza di energia
esistente con l'orbitale atomico 1s dell'idrogeno. Lorbitale 3py, invece, contribuisce
significativamente, dando luogo ad un legame ¢ mentre gli orbitali occupati 3p,, 3p;
non danno contributo apprezzabile poiché trascurabile & la loro sovrapposizione con
'orbitale 1s dell’idrogeno.

Si osserva che l'orbitale legante € molto pil1 vicino, energeticamente, all’orbitale ato-
mico del cloro mentre quello antilegante lo é rispetto a quello dell’idrogeno: la combi-
nazione lineare che da l'orbitale legante & quindi sbilanciata a favore del fluoro, ovvero
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'orbitale legante sara molto pitt simile a quello originario del fluoro piuttosto che a quello
dell’idrogeno.

Incidentalmente, il grafico in Fig. 3.5 giustifica anche un’altra interessante proprieta
dell’acido cloridrico. Lo studente ricordera, infatti, che esso & un acido forte, quasi com-
pletamente dissociato in soluzione acquosa: senza entrare nel dettaglio della dinamica
della solvatazione, processo quasi ubiquo e di straordinaria importanza, basti sapere che
un passaggio chiave & dato dalla formazione dell’intermedio di reazione HTCl~, ovvero
la migrazione dell’elettrone verso I'atomo di cloro. La piccola differenza in energia tra
l'orbitale legante e il livello imperturbato dell’atomo di cloro fornisce una grossolana, ma
icastica, giustificazione di tale fenomeno (nella realta, molto pitt complesso).

‘ Soluzione del Problema 133 ‘

1. L'integrale di overlap si ottiene immediatamente applicando la definizione

S— / dr yi ps (3.146)

dove dr denota I'elemento di volume.
2. Ne segue che la costante di normalizzazione si esprime come

N_|11p| — N=(14€e+2eS)"

NI=

(3.147)

3. Seguendo la prescrizione indicata nel problema per la scelta del sistema di rife-
rimento, si pone il nucleo A in z = 0. Pertanto zg = R e il momento di dipolo
elettrico si quantifica in

W= X qat [drp -2y
i=AB (3.148)

= ggR — 2eN? / dt (zwg‘; + ze* 3 + zpj;zwg)

L'integrale si compone di tre addendi: la valutazione dei primi due & banale, poiché
rappresentano il valore di aspettazione di z calcolato per